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Beitriige zur Gruppentheorie VIII: 
Beziehungen zwischen isomorphen Untergruppen 
einer endlichen Gruppe © 
Von 


Orro Grin 


H. WigLANpDT zum 50. Geburtstag 


® sei hier durchweg eine Gruppe von endlicher Ordnung. Um Trivialitaten zu ver- 
meiden, sei ® nicht-abelsch. 


1. U mit den Elementen U,, u = 1,... und U mit den Elementen U,, u = 1,... 
seien Untergruppen von ( und es sei 


ua 


I 


mit der Zuordnung 
Uy, Uy, ine Leer 


S sei ein beliebiges Element € & und es sei 
Aaa Ur scl. 
Dann ist fiir beliebige U,e Ul ic 
U;As= > (U0, )78U, = ),0, SUpU,S AsV,. 
r rz 


Ist 7 ein weiteres Element € &, das in Ag nicht als Sammand auftritt, so hat man 
ebenso i 
7 
und te 
U,A i = A 4b U, . 


Indem man so fortfahrt, erhalt man weitere Ar, ... und, wenn «1, #2, ... irgendwelche 
Zahlen sind, so gilt offenbar 

Uy(a1As + a2 Ap + -+:) = (a1As + agAg + °°+)Uy. 
Wir erhalten also einen Transformationsmodul %, 1% = XU, der einen endlichen 


Rang hat. ss 
Man kann einen zu YX ,,inversen‘‘ Modul $ definieren mit US = SU durch 


Bs => U8 Uy. 
i 
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Fiir irgendwelche A eX, Be B gilt dann 


TBA at BATHAL mee 


2. Wenn der Modul X aus Abschnitt 1 einen Nichtnullteiler A enthilt, so ist der Iso- 
morphismus U,—> Uy, von U auf U so beschaffen, dap stets Uy und Uy in & konjugiert 
sind. 


Beweis. Da A Nichtnullteiler ist, folgt aus U, A = A Uy: 


Up=410,A. 
U, und U, liegen also in der Gruppe der Nichtnullteiler der Gruppenalgebra in der 
gleichen Klasse konjugierter Elemente. Sind (U,>¢, <U,>6 in & die Uy, bzw. Uy 
enthaltenden Klassen, so liegen also auch (U,>¢ und <U,>¢ in der Gruppenalgebra 
in der gleichen Klasse konjugierter Elemente. Das ist aber offenbar nur méglich, wenn 
(U6 = <Uy>6 ist, also U, und Uy, in & konjugiert sind. 


3. Wenn Ux U mit der Zuordnung Uy, > Uy, uw = 1, 2,... ist und hierbei stets 
On>6 = Up>6 ist, so sind U und Tl durch einen Nichtnullteiler A konjugiert mit 


Beweis. I'sei eine Darstellung von &, 4,,, Aq die in J’ enthaltenen Darstellungen 
von U baw. U. Ay und Ay sind isomorphe Matrizengruppen, die gleichen Charakter 
haben, da U, und U, stets in der gleichen Klasse von © liegen. Dann gibt es nach 
einem bekannten Satz eine Matrix M mit M-14,M = Ay, die den Isomorphismus 
von U auf U bewirkt. Nun sei J’ eine absolut irreduzible Darstellung von % vom 
Grade n. Jedes Element S € & wird in J’ durch eine Matrix (as ;) von n Zeilen und 
Spalten dargestellt. Setzen wir 


n v1 5 
Cor=— D> aSy 8, t,k=1,...,n, 
I See 


so bilden die ¢;,; die Basis einer vollstandigen Matrixalgebra, es ist Creer tL =a 
Ci,e,°Ck,,1 = 9 fiir ky + kg. Diese vollstindige Matrixalgebra ist ein zweiseitiges, 
zweiseitig einfaches Ideal der Gruppenalgebra von ©. Ihre Haupteinheit ist 


n 
Deut x(S)<S>. 
i=1 <8) 


Jede der einspaltigen Matrizes 


Ci,k 
x= | Cae |, k=1,...,n, 
Cn, k 


ergibt die gleiche absolut irreduzible Darstellung J" von & 


Ex S = (a9) Ex, 


~~ Ps 
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denn 
n 
fue S= > ath Si:S8 = > xsi 8 = Dah Daty Sy = Dean Crh 
1€ Sy t= 1 


Es seien nun Ay, Ay die in J" enthaltenen Darstellungen von WU bzw. I, also 


Ee = Ayer, 

EU = Ayes. 
Nach obiger Uberlegung ist nun Ay = M-14,M, also &, 1 = M-1A,,ME,. Da I ab- 
solut irreduzibel ist, kann man n? unabhingige Matrizes My,...,M s,2 aus I” so be- 


stimmen, daf} man jede quadratische Matrix M von n Zeilen durch eine Summe: 
n® 
M => wMsz, 
vy=1 


mit geeigneten Koeffizienten «, darstellen kann. Wenn also Ay = M-1A,M ist, 
wird etwa 


M Se DNS ara Wi 7 a = 5 frMs,, 
wobei Ms, = («%%) ist. Damit hat man 
E,W = Age, = M1Ay ME, = M- *Auke D098» = M1E, UD Sy = 
= &(> By) us: Sh Sane ; 


Da M Nichtnullteiler ist, ist ¢ > a,S, Nichtnullteiler in der aus obigem zweiseitigen, 


zweiseitig einfachen Ideal entstehenden Algebra, wenn wir mit ¢ ihre Haupteinheit 
bezeichnen. Sind nun J},..., /', die simtlichen verschiedenen absolut irreduziblen 
Darstellungen von , so gehért zu jedem J’, eine wie oben definierte Algebra &, mit 
einer Haupteinheit «, und man hat stets ein pe das in ®, Nichtnullteiler ist und 


éy ll = ey A, UA, erfiillt. Dann ist aber auch > éyAy Nichtnullteiler, da eye, = 0, 
vy + pw, ist. Damit nes v=1 


= (> &Ay)1U(> & Ay) w.z. b. w. 


Es sei noch bemerkt: Die hier auftretende Gruppe der Nichtnullteiler ist von nicht- 
endlicher Ordnung. Wenn man aber statt des Korpers ® der m-ten Einheitswurzeln 
einen Kérper &(p) mit der Charakteristik p, wobei » ein zur Ordnung von & primes 
Primideal aus & ist, zugrunde legt, so bleiben alle obigen Betrachtungen richtig, und 
die Gruppe der Nichtnullteiler ist eine endliche Gruppe. 


4, Die Automorphismen von &, die jedes Element € & in seiner Klasse konjugierter 
Elemente belassen, sind innere Automorphismen der Gruppe der Nichtnullteiler. 


Beweis. Das folgt aus Abschnitt 3. La8t der Automorphismus # von © alle Klas- 
sen von @ invariant, so ist die Zuordnung S —> S® ein Isomorphismus von & auf ©, 
wobei <s)¢ = <s®)g ist. Also gibt es einen Nichtnullteiler A, der A-1S.A = S” fiir 
alle Se © erfiillt. 


26* 
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5. & enthalte einen Normalteiler Xt > 1 und die Ordnungen von N und G/N seren 
prim zueinander. Dann kann & faktorisiert werden: 


GS=UR=—MNU, UNN=1. 


Es seien zwei solche Faktorisierungen gegeben: 
G=uUun=—MN. 
Dann sind U und U in der Gruppe der Nichtnullieiler konjugiert. 


Beweis. Jede Restklasse 6/2 enthalt genau ein Element U € ll und ein Ele- 
ment Uc ll. Es ist 1 ~ UW mit der Zuordnung U — U fiir alle U, U. Wenn be- 
wiesen ist: <U>¢ = <U)6, folgt die Behauptung aus Abschnitt 3. Aus UN = UN 
folgt (UN)*¥ = UFN = (ON) = UN fiir k = 1,2,.... Also wird {U} N= {MN =G. 
In § sind {U} und {U} nilpotente Halluntergruppen, sie sind also nach einem 
Satz von WreLanpt in & konjugiert. Dann folgt aus UN = UN, daB auch U und 
U in G konjugiert sind. Also ist stets (U)>¢ = (O»« und damit die Behauptung be- 
wiesen. 


6. Von ZASSENHAUS stammt die Vermutung, da in dem in Abschnitt 5 behandelten 
Falle 6 = UN = UMN stets U mit I in G konjugiert sein miisse. Aus 5. folgt sofort: 
Die Vermutung von ZassENHAUS ist dann und nur dann fiir U, Ul richtig, wenn gilt: 
Ist eine in & liegende Untergruppe U von & mit U in der Gruppe der Nichtnull- 
teiler  konjugiert, so ist sie mit U in © konjugiert. 


HKingegangen am 23. 10. 1961 


Anschrift des Autors: 
Otto Griin 
Mathematisches Institut 


der Universitit Wiirzburg 
KlinikstraBe 6 
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A Generalisation of a Theorem of MAL’CEV 


By 


GILBERT BAUMSLAG *) 


1. In 1949 A. I. Mau’cev [1] proved the following important theorem for a torsion- 
free nilpotent group G. Let p be any prime and let w eG. Then G can be embedded 
in a torsion-free nilpotent group H, which has the same class as G, so that uw has a 
p-th root in H. No such theorem is possible in general. For suppose that p is any 
given prime. Then there exists a nilpotent group G with an element wu such that any 
supergroup H of G in which wu has a p-th root is not nilpotent (B. H. NruMANN and 
JAMES WIEGOLD [2]). However we shall prove the following theorem. 


Theorem 1. If p is any prime and G any given finitely generated nilpotent group, 
then G can be embedded in a nilpotent group H so that any element u in G now has a 
p-th root in H. 


We observe that it follows from the proof of Theorem 1 that if G does not have any 
elements of order p then H too can be chosen without elements of order p. Moreover 
if G is torsion-free then H can also be chosen torsion-free. Thus our theorem can be 
used to provide an alternative proof of Mal’cev’s theorem [1] (using a well-known 
procedure — see e.g. B. H. NEumANN [3)]). It is worth noting that Mal’cev’s proof 
uses the apparatus of lie algebras; on the other hand our proof is completely group- 
theoretic, relying only on Euclid’s Algorithm and a simple result of K.W. GruEn- 
BERG [4], Theorem 2.1, p. 39. Several other proofs of Mal’cev’s theorem have already 
appeared — in particular one by Lazarp [5], Theorem 4.8, p. 180, and two by 
P.Hatt [6]. 

Theorem | can further be utilised. We shall prove: 


Theorem 2. Any finitely generated nilpotent group can be embedded in a locally nil- 
potent group which is divisible). 


Thus we are able to deduce that any nilpotent group can be embedded in a locally 
nilpotent divisible group. It follows from a theorem of 8. N. CERNIKOV [8] (see also 
Kurosu [7] vol. 2 p. 234) that this result is best possible in the sense that locally 
nilpotent cannot be replaced by nilpotent. We can also, in the same way, prove 
that any locally nilpotent group can be embedded in a locally nilpotent divisible 


*) This work has been sponsored by the National Science Foundation, Grant G9659. 
1) A divisible group is one in which extraction of roots is always possible (cf. e.g. Kurosu [7] 
vol. 1 p. 163 and vol. 2 p. 233). 
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group. This generalises the corresponding theorems — for torsion-free locally nil-. 
potent groups and periodic locally nilpotent groups — by Mav’cev [1] and Baum- 
SLAG [9] respectively. 


2. We begin by proving Theorem 1. Thus let p be a prime, @ a finitely generated | 
nilpotent group and w an element of G. Now the elements in G@ of order a power of p 
- form a normal subgroup p(@) of @ (cf. e.g. Kurosn [7], vol. 2 p. 229). Moreover 
since @ is finitely generated p(@) is finite (cf. Kurosx [7], vol. 2 p. 230). Let us call 
G m-free, where m is any positive integer, if G does not have any elements of order m. 
Then it follows immediately from a theorem of K. W. GruENBERG [4] that if xe@ 
and a ¢ p(@), then there exists a normal subgroup Nz of G such that G,; = G/Nz 
is a finite p-free group and x ¢ Nz. It follows also (cf. [4]) that there exists a normal 
subgroup N (p) of G such that G(p) = G/N (p) is finite and N(p) NO p(G@) = 1. There- 
fore (cf. K. W. GrunNBERG [4]) G can be embedded in the direct product K of G(p) 
and the unrestricted direct product of the factor groups Gz: 


K =G(p) x | [G@e. 
x ¢ p(G) 

We observe now that G(p) can be embedded in a finite nilpotent group J so 
that every element of G(p) has a p-th root in J (G. Baumstae [9]). In addition, 
for each x ¢ p(@), Gz is a finite p-free group; so every element of Gz; has a p-th root 
in Gz. Therefore every element of K, qua subgroup of 


KY =X] Gas 
re p(G) 
has a p-th root in K*. Since K* is obviously nilpotent it follows that G can be em- 
bedded in a finitely generated nilpotent group H so that wu has a p-th root in H. 
Moreover if G is p-free then H can be chosen p-free and if G is torsion-free then H 
can be chosen torsion-free. To see this let us put 


L= gp(G, Uo); 


where wo is a p-th root of the element u (in G) mentioned at the outset; here, clearly, 
we are thinking of L as a subgroup of K*. Now if @ is p-free we may put H = L/p(L) 
and if G is torsion-free we may put H = L/T, where T is the set of elements of 
finite order in L. It is clear that H has the required properties. This completes the 
proof of Theorem 1. 

We proceed now to the proof of Theorem 2 via a variation of the classical Steinitz 
tower argument (cf. Baumsiag [10]). 

We begin by arranging the primes in a “repeating sequence” : 


(1) Di. De (DS4 sak 


this sequence has the property that if p is any given prime and m any given integer, 
then there exists an integer n > m such that 


Prn=Pp. 


. 


x 
4 
: ; 
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Next we define a countable ascending sequence of finitely generated nilpotent 
- groups G;: 
G1 = Goss Go... 
We begin by putting 
GiesG. 


We now define Gy+1 inductively. Thus we suppose Gy, Gg,...,@n have already 

been defined, Gj S Giy1 (¢ = 1, 2,..., — 1), and that each G; is a finitely gene- 
rated nilpotent group whose elements have already been explicitly enumerated in 
a non-terminating sequence : 


Uil, Wig, Uig; .-- (resus ott i). 


Observe that we allow repetitions of group elements in an enumeration and so the 
various sequences can therefore be chosen infinite, as required. We now take Gn+1 
to be any finitely generated nilpotent group containing G, such that 


U11, U12,..-,Uin have py-th roots in G41, 
W21, U22,.-., Uen-1 have py-1-th roots in Gyii,..., and 


Uni has a p;-th root in Gni1. 


Notice that the existence of such a group G41 is ensured by Theorem 1. Thus we 
can complete the definition of all the groups G; inductively. We then put 


Ghee lS) Gy 
n=1 
G* is clearly locally nilpotent since the groups G; form an ascending series of nilpotent 
subgroups of G*. Moreover if g €G* then g €@, for some n. So if p is any prime 
it follows from the choice of the sequence (1) and the groups G; that, for a suitably 
large choice of k, g has a p-th root in Gy. Thus G* is divisible. This completes the 
proof of Theorem 2. 

It follows, by the usual techniques (see e.g. B. H. NEUMANN [3]), that we can 
extend this theorem about finitely generated groups to the more general class of 
locally nilpotent groups. To put the matter precisely: Every locally nilpotent group 
can be embedded in a locally nilpotent divisible group. 


References 


[1] A. I. Mat’crv, Nilpotent torsion-free groups. Izvestija Akad. Nauk. SSSR. Ser. Mat. 13, 
201—212 (1949). 

[2] B. H. Neumann and J. Wincoup, On certain imbeddability criteria in group amalgams. 
Publ. Math., Debrecen. Forthcoming. 

[3] B. H. Neumany, An embedding theorem for abstract algebraic systems. Proc. London Math. 
Soc., III. Ser. 4, 138—153 (1954). 

[4] K. W. Gruenserc, Residual properties of infinite soluble groups. Proc. London Math. Soc., 
III. Ser. 7, 29—62 (1957). 

[5] M. Lazarp, Sur les groupes nilpotents et les anneaux de Lie. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 
TIT. Ser. 71, 101—190 (1954). 


408 G. Baumsiac ; ARCH. MATH. 


[6] P. Hani, Canadian Mathematical Congress. University of Alberta 1957. 
[7] A. G. Kurosu, The theory of groups, volumes 1 and 2. Chelsea Publishing Co., New York 


1955. 

[8] S. N. Gernikov, Complete groups with an ascending central series. Mat. Sbornik 18, 397422 
(1946). 

[9] G. Baumsnac, Wreath products and p-groups. Proc. Cambridge Philos. Soc. 55, 224—231 
(1959). 


[10] G. Baumsiac, Some remarks on nilpotent groups with roots. Proc. Amer. Math. Soc. 12, 
262267 (1961). 


Kingegangen am 19. 9. 1961 


Anschrift des Autors: 


Gilbert Baumslag 

Institute of Mathematical Sciences 
New York University 

25, Waverly Place 

New York 3 (N.Y.), USA 


Vol. XII, 1961 409 


Aufzihlung der Partitionen endlicher Gruppen 
mit trivialer Fittingscher Untergruppe 


Von 
Otto H. KrGen 


LaBt die endliche Gruppe G mit trivialer Fittingscher Untergruppe eine nicht-triviale 
Partition zu, so ist G nach Suzux1 [8] entweder der PGL(2, p”), der PSL (2, p”) 
(in beiden Fallen p” = 4) oder aber einer der neuen einfachen Gruppen G(q) von 
Suzuki [7] isomorph. 


a. G=G(q), mit g = 2r?, r= 2”. Dann ist 0(G@) = (¢2 + 1) gq — 1). SuzuK1 
beschreibt in [7] eine normale, Hallsche Partition x von G, deren Komponenten die 
Ordnungen q + 2r+ 1, ¢q—2r+1, ¢—1 sowie gq? haben. Komponenten von 
mit einer der ersten drei Ordnungen sind zyklisch. Daher miiBte jede echte Ver- 
feinerung von z eine nicht-triviale Partition in mindestens einer 2-Sylowgruppe Q 
von G induzieren. Nach der Konstruktion von G (Suzuxi [7], p. 869) besitzt Q zwei 
Elemente der Ordnung 4, die nicht miteinander vertauschbar sind. Nach Bakr ([2], 
Hilfssatz A.15) kann Q dann nur die triviale Partition zulassen. Also ist die Partition 
die feinste Partition von G. — Da nach Suzux1 [7] die Komponenten dieser Partition 
maximale nilpotente Untergruppen von G sind, und da Komponenten einer nocmalen, 
nicht-trivialen Partition einer einfachen Gruppe nilpotent sind (KEGEL [4], Satz 2), 
so gibt es keine andere nicht-triviale, normale Partition von G. 

Sei nun eine nicht-normale Vergréberung der Partition 2 von G gegeben. Sei S eine 
Komponente dieser neuen Partition, die eine Komponente von z echt enthalt, so ist 
z 8 eine nicht-triviale, normale, Hallsche Partition von S. Ware S nun nicht auf- 
lésbar, so ware S entweder eine nicht auflosbare Frobeniusgruppe oder aber S hatte 
einen der in der Hinleitung angegebenen Typen. Da o(@) nicht durch 38 teilbar ist- 
nicht-auflésbare Frobeniusgruppen nach SuzuKI [6] aber einen Kompositionsfaktor 
vom Typ PSL(2,p) haben, und die Ordnung der Gruppen vom Typ PSL (2, p) 
durch 3 teilbar ist, so hat S die Form S = G(q’) mit q’ < q. Da die 2-Sylowunter- 

-gruppe einer Gruppe vom Typ G'(q) diese unter den anderen dieser Familie kenn, 
zeichnet, so kann S keine 2-Sylowgruppe von G(q) ganz enthalten. Also enthalt S 
eine zyklische Komponente von z. Die Ordnung einer Komponente kleinster Ordnung 
von z ist gq — 2r + 1. Unter den zyklischen Komponenten von z -O S hat die gréBter 
Ordnung die Ordnung q’ + 27’ + 1. Also muB gelten 


g +2r 2q—-—2r. 


Heist aber gq — 212 und ¢ = 27 2- Also ware T/r “(7 — 1) & (r -- 1). Aber r 2 27’ 
und damit hat man einen Widerspruch zur Annahme, S sei nicht auflosbar. 
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Ist S auflésbar, so ist nach Baxr ([1], Satz 6.11) 2 OS eine minimale Frobenius- 
partition von S. Jede Komponente von a M S ist eine Komponente von z. Sei K der 
Frobeniuskern von S, dann ist K eine Komponente von z, und fiir die Hallsche 
Untergruppe S von @ gilt SC RK. Ware K eine zyklische Komponente von z, so 
wiire nach Suzux1 [7] [9tK : K] = 2 oder 4, und K wiire die groBte Hallsche Unter- 
gruppe von G, die in 9tK enthalten ist. Da aber S eine Hallsche Untergruppe von @ 
ist, so ist K eine 2-Sylowgruppe von G. Ein Frobeniuskomplement von K in S ist 
aber eine Komponente von 2; wegen S CK hat so ein Frobeniuskomplement die 
Ordnung q — 1, so daB sogar gilt SK = %.K, — Liage nun noch eine 2-Sylowgruppe Q 
von @ echt in einer anderen Komponente 7' dieser Vergréberung von z, so ware 
o(S) = 0(T) = q@(q — 1). Aber aus SQ T = 1 folgt: o(@) 2 o(S) o(T). Dies ist 
aber ein Widerspruch gegen 0(@) = q2(q? + 1) (¢ — 1). Also entsteht diese Parti- 
tion aus z, indem man den Normalisator einer 2-Sylowgruppe von G zur Komponente 
wahlt und alle in ihm enthaltenen Komponenten von z fortlaBt, alle anderen bei- 
behalt. — Somit gilt 


Satz A. Die einfachen Gruppen G(q) von SuzuKt besitzen genau eine nicht-triviale, 
normale Partition. — Je zwei nicht-triviale, nicht-normale Partitionen von G(q) sind 
zueinander konjugiert. 


b. G ~ PGL(2,'p"), mit p™ = 4. Dann ist 0(@) = (p™ + 1) p™(p™ — 1). Nach 
Dickson (Chapter XII) gibt es in G eine normale Partition a mit Komponenten 
der Ordnungen p” + 1, p” — 1 und p”. Die Komponenten der Ordnungen p” + 1 
und p” — 1 von a sind zyklisch. Es gibt Komponenten der Ordnung p” — 1 von z, 
die eine elementar-abelsche p-Sylowgruppe (und Komponente der Ordnung p”) P 
normalisieren. Sei gy ein Element der Ordnung p aus P, dann ist P = ©g; daraus 
ergibt sich, da P nicht nur eine maximale nilpotente Untergruppe von G ist, son- 
dern zugleich die gréBte nilpotente Untergruppe von G, die ein Element +1 von P 
enthalt. Da die Untergruppen der Ordnungen p” + 1 und p” — 1 maximale zykli- 
sche Untergruppen von G sind, so ist die Partition a von G nicht nur eine grébste, 
normale, nicht-triviale Partition von G, sondern auch die einzige. — Wie unter a. 
sieht man, daf} jede nicht-normale Vergréberung von x genau eine Komponente be- 
sitzt, die mit dem Normalisator (der Ordnung p”(p” — 1)) einer p-Sylowgruppe P 
von @ tibereinstimmt. Je zwei dieser Vergréberungen sind konjugiert. — Daher gilt 


Satz B. Die Gruppen PGL (2, p"), mit p” = 4, besitzen genau eine grobste, normale, 
nicht-triviale Partition x. — Je zwei nicht-normale Vergréberungen von x sind konju- 
giert. 

Jede Partition von G, die von den beiden in Satz B angegebenen abweicht, indu- 
ziert in mindestens einer p-Sylowgruppe P von G eine nicht-triviale Partition (daftir 
mu natiirlich n > 1 sein). Die feinste Partition von G besteht aus der Menge der 
maximal zyklischen Untergruppen von @. 


ce. Ga PSL (2, p"), mit p > 4, Ist p = 2, so ist PSL (2, 2") ~ PGL(2, 2”). 
Ist p + 2, so ist PSL (2, p”) ein einfacher Normalteiler vom Index 2 in PGL (2, p”). 
Die normale Partition von G, die in diesem Falle (p + 2) von der grébsten normalen 
Partition von PGL(2, p) in G@ = PSL (2, p”) induziert wird, nennen wir z; ihre 


: 


] 
d 
, 
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Komponenten haben die Ordnungen (p" + 1)/2, (p™ — 1)/2, p”. Es ist klar, daB 
Komponenten der ersten beiden Ordnungen zyklisch sind. Sie haben den Index 2 in 
ihren Normalisatoren. Ist nun eine grdbste, normale, nicht-triviale Partition von @ 
gegeben, so ist jede Komponente dieser Partition nach Kecet ([4], Satz 2) nilpotent. 
Daher ist jede p-Sylowgruppe von G cine Komponente dieser grébsten normalen, 
nicht-trivialen Partition; denn die p-Sylowgruppe Q vonG ist nach Dickson ([3], chap- 
ter XIT) der Zentralisator eines jeden Elements + 1 von Q. Sei nun L eine der zykli- 
schen Untergruppen der Ordnung p” + 1 oder p” — 1, und sei ZL echt in einer 
(nilpotenten) Komponente & einer grébsten normalen, nicht-trivialen Partition von 
G enthalten. Dann ist auch LC R, da ja (ML: L] = 2. NL ist aber eine Dieder- 
gruppe, also nur nilpotent, wenn o(L) eine Potenz von 2 ist. In diesem Fall ist aber 
YL eine 2-Sylowgruppe von G. Da in FR nur zu L unter G konjugierte Komponenten 
von z enthalten sein kénnen, so ist R eine 2-Untergruppe von G, also R = NL. 
Da in RF auger L mindestens noch eine Komponente von z enthalten sein muB, und 
da diese zu L isomorph ist, so findet man o(L) = [R: LZ] = 2. Das ist aber nur 
moglich, wenn o(L) = (p” — 1)/2 = 2, also p™ = 5 ist. Daher gilt 


Satz C. Die Gruppen PSL (2, p”) mit p” > 5, sowie PSL (2, 4) besitzen genau eine 
grobste, normale, nicht-triviale Partition x, die mit der von der grébsten, normalen, nicht- 
trivialen Partition von PGL (2, p”) in PSL (2, p”) induzierten Partition tibereinstimmt. 
Je zwei nicht-normale Vergréberungen von x sind konjugiert. 


Die zweite Aussage ergibt sich genau wie unter a. und b. 

Der Grund fiir die Aussonderung von PSL (2, 5) ist darin zu suchen, daB diese 
Gruppe sich auch als PS (2, 4) darstellen laBt, die Partition a4 aber die grébste und 
die Partition z5 die feinste normale Partition der einfachen Gruppe der Ordnung 60 
(= PGL (2,4) ~ PSL (2,4) ~ PSL (2, 5)) bilden. 

Jede Partition von PSL(2, p”), die von den beiden in Satz C angegebenen ab- 
weicht, induziert in mindestens einer p-Sylowgruppe P von G eine nicht-triviale 
Partition (dafiir muB natiirlich n > 1 sein). Man kann sich leicht davon tiberzeugen, 
daB — mit Ausnahme von PSL (2,5) — jede Partition von PSL(2, p”) von einer 
Partition von PGL(2, p”) induziert wird. 


d. Da im Falle ungeraden p’s die Normalisatoren der Komponenten der Ordnun- 
gen (p” + 1)/2 und (p” — 1)/2 von PSL (2, p”) Diedergruppen sind, aber eine der 
beiden Komponenten gerade Ordnung hat, so ergibt sich, daB unter diesen Gruppen 
auBer PSL(2,5) keine eine nicht-triviale Hallsche Partition zulaBt. Die einzigen 
einfachen Gruppen mit nicht-trivialer, normaler, Hallscher Partition sind also die 
PSL(2, 2”) mit n => 2 und die einfachen Gruppen von SuzukKI. 


e. Sei _X eine nicht-primire Komponente der nicht-trivialen, normalen Partition 2 
der endlichen Gruppe G; sei g ein gemeinsamer Primteiler von 0(X) und [%X : X], 
dann ist in den oben diskutierten Gruppenklassen b. und c. stets ¢ = 2; in den ein- 
fachen Gruppen G(2”) von SuzuK1 kann diese Situation nicht auftreten, da die ein- 
zige nicht-triviale, normale Partition von G(2") Hallsch ist. Die nicht-triviale Par- 
tition der symmetrischen Gruppe des Grades 4 besitzt keine nicht-primare Kompo- 
nente; also ist fiir g + 2 die Partition von G nicht-einfach. (Damit ist gezeigt, daB es 
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Gruppen der von Bagr ([2], Abschnitt E) diskutierten Art nicht geben kann.) Ein 
x-mulissiger Normalteiler +G von G ist nilpotent, und so folgt aus Kecen ((5], 
Korollar), da& X die Fittingsche Untergruppe §G@ ist und [G:X] = q gilt. Daher 
kann man in Kxoet [2] das Korollar verscharfen zu 


Satz EB. Ist die Komponente X der nicht-trivialen, normalen Partition a der endlichen 
Gruppe G nicht-primar und ist ([@:X], 0(X)) +1, so ist ([G: X], o(X)) eine Prim- 
zahl q. Entweder ist a einfach, dann ist ¢ = 2 und G einer der Gruppen PGL(2, p”) 
oder PSL(2, p”) mit p'+2 isomorph (im letzteren Falle darf p" keine Fermat- oder 
Mersenne-Primzahl oder 9 sein), oder X = BG, und [G: X| = q. 


Beweis. Ist 2 nicht-einfach, so ist die Fittingsche Untergruppe (}G + 1. In diesem 
Fall beweist das Korollar aus Kmaut [5] den Satz. 

Ist 2 einfach, so kann G nur in den unter b. und c. diskutierten Gruppen liegen; 
denn die einzige nicht-triviale Partition der symmetrischen Gruppe des Grades 4 hat 
nur primaére Komponenten, und die einzige nicht-triviale Partition der einfachen 
Gruppen von SuzuKi hat nur Hallsche Untergruppen von G als Komponenten. Es 
gilt p + 2; denn sonst sind die zyklischen Untergruppen der Ordnung p” + 1 Hall- 
sche Untergruppen von G. Sei G ~ PSL (2, p”). Ist nun eine der beiden Zahlen 
(p™ + 1)/2 und (p” — 1)/2 eine Potenz von 2 (dann ist die andere nicht durch 2 teil- 
bar), so erfiillt auch keine der Komponenten der Ordnung (p + 1)/2 die Voraus- 
setzungen unseres Satzes (in diesem Falle ist aber nach THompson [9], Lemma 3 die 
Primzahlpotenz p” entweder eine Mersenne- oder eine Fermat-Primzahl, oder p” = 9; 
dann ist aber G@ einer Gruppe PSL (2, p) mit p Fermat- oder Mersenne-Primzahl oder 
der Gruppe PSL(2,9) isomorph.) — Aus Dickson [3] ergibt sich sofort, daB 
([G: X],o0(X)) = 1 oder 2 ist fiir jede zyklische Komponente der Ordnung (p” + 1)/2 
von PSL (2, p”). Damit ist der Satz E bewiesen. 
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Uber die Erweiterung des Idealverbandes einer Algebra 
bei Adjunktion eines Einselementes 


Von 


Ernst-AuGust BEHRENS 


Die Untersuchungen von E.-A. BrHrens [1], R. L. Buarr [2], J. P. Jans [6] und 
C. Nespirr und W. M. Scorr [7] iiber assoziative Ringe mit Einselement und dis- - 
- tributivem Idealverband begriinden das Interesse an folgendem 


Satz 1. Adjungiert man einer Algebra R tiber einem Korper K ein Einselement in der 
bekannten Weise (s.z. B. N. BourBakt [3], Appendice), so entsteht eine Algebra R’, 
deren (zweiseitige) Ideale dann und nur dann einen distributiven Verband V' bilden, 
wenn dies fiir den Idealverband V von R der Fall ist. 


Wenn es kein homomorphes Bild von R mit Einselement gibt, unterscheiden sich 
V und V’ voneinander nur um das Ideal R von Rk’. Im anderen Falle spielt, falls R 
der Minimalbedingung fiir (zweiseitige) Ideale gentigt, das Minimum P aller Ideale A, 
fiir die die Restklassenalgebra R/A ein Einselement besitzt, die Hauptrolle bei der 
Beschreibung der Struktur von V’ aus der Struktur von V. Das Ideal P ist dabei der 
Durchschnitt eines Ideales P’ aus VEN mit R, und jedes Ideal A’ aus VEU s laBt 
sich in der Form 


(6) Aa PAO AY Ave AV, 


darstellen. 

Die Existenz von solchen Elementen R und P’ in einem modularen Verband V’, 
daB (6) fiir alle Verbandselemente A’ aus V’ \V gilt, wobei V der Unterverband der 
Vorganger von £ ist, ist die Voraussetzung des rein verbandstheoretischen Satzes 2. 
In ihm wird erstens behauptet, daf VEN Ve ein zu dem Intervall [P, &] isomorpher 
Unterverband von V’ ist, wobei P durch P = P’¢* R definiert ist. Zweitens findet 
~ man in Satz 2, daB die Einordnung der Halbordnung H der U-irreduziblen Elemente 
aus V in die Halbordnung H’ der U-irreduziblen Elemente aus V’ durch die in H 
liegenden Vorganger des Elementes P aus V bestimmt ist. Falls V’ ein der Minimal- 
bedingung geniigender, distributiver Verband ist, ist damit die Struktur von V’ be- 
reits in V beschrieben, weil dann jedes Element aus V’ die Verbindung endlich vieler 
U-irreduzibler Elemente aus V’ ist (s. z. B. H. Hermes [4], § 21). Die dritte Be- 
hauptung des Satzes 2 besagt, das V’ dann und nur dann distributiv ist, wenn V 
es ist. 

Die Anwendung des Satzes 2 auf die Idealverbande V und V’ der Algebren R bzw. 
R’ zeigt, wie diese zusammenhangen, und beweist, zusammen mit der obigen Be- 
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merkung iiber Algebren ohne homomorphe Bilder mit Einselement, die Richtigkeit 
des Satzes 1, falls R’ der Minimalbedingung fiir Ideale genigt. 

Der Satz 1 gilt aber auch ohne diese Minimalbedingung fiir R. Der zunaichst vom 
Verfasser gegebene Beweis dafiir lieB sich in 6. durch den verbandstheoretischen 
Satz 4, den der Verfasser einer Mitteilung von Herrn R. Barr verdankt, sehr viel 
durchsichtiger gestalten. 


1. Erweitert man eine Algebra R iiber einem kommutativen K6rper K zu der Al- 
gebra R’ der Paare (x, a), x € K, ae R, in der die Addition komponentenweise und 
die Multiplikation durch (x, a) (A, b) = (#4, ab + Aa + xb) definiert ist, so ist e = 
= (1,0) das Einselement in R’, und jedes Ideal in RF ist auch Ideal in R’. Die Ideale 
in R und R’ bilden je einen Verband V bzw. V’. Die Ideale A’¢ V erhalt man nach 
N. Boursakt [3], Appendice, folgendermaBen: Da A’ nicht zu V gehort, existiert ein 
Element wu € R, fiir das u — e in A’ liegt. Setzt man also A = A’/* R, so gilt ru =x 
und wa = x (modulo A) fiir alle xe R, so daB, falls w nicht in A liegt, wmod A das 
Einselement in R/A ist. Da R’/R die Dimension 1 iiber K hat, ist klar, daB die Be- 
ziehungen 


(1) A'’=K(u—e)+A, A=A’'NOR, 


(2) ux =x = xu (mod A) 


richtig sind. Umgekehrt sei das Ideal A € V zweiseitig regular beziiglich eines Ele- 
mentes ue R, d.h. es gelte (2). Dann ist A’ = K(u — e) + A ein Ideal aus UNG, 
dessen Schnitt mit R wieder auf A zuriickfiihrt. 


2. Wenn fiir alle Ideale A’ aus VN¥F nur Elemente weA die Relationen (1) 
erfiillen, enthalt jedes solche Ideal das Einselement e von R’, der Verband V’ ent- 
steht demnach aus V durch Hinzunahme von R’ als Maximum. Dies ist z. B. dann 
der Fall, wenn FR ein Radikalring ist, d. h. wenn R mit seinem Radikal W im Sinne 
von N. Jacosson [5] iibereinstimmt, weil dann zu we W ein wu, mit u + uy — 
— uu; = 0 existiert, also, nach (2) fiir x = u,, die Kongruenz 


u= — (Uy — UU) = 0 (mod A) 
gilt. 


3. Wenn in VS ein Ideal A’ = K(w — e) + A mit nicht in A liegendem wu 
existiert, dann ist nach (2) uw mod A Einselement in R/A. Ein solches Ideal A exi- 
stiert in R sicher dann, wenn die Restklassenalgebra R/W der Minimalbedingung fiir 
Linksideale geniigt, da man dann 4 = W nehmen kann. Fiir das Folgende sei also 
die Existenz eines Ideales A in R vorausgesetzt, fiir das die Restklassenalgebra R/A 
ein Kinselement «mod A besitzt. Wenn auch das Ideal B diese Eigenschaft hat — 
es sei etwa vmod B Kinselement in R/B —, ist AA B ebenfalls ein derartiges 


Ideal mit w + » — wv mod A A B als Einselement in-R /A © B, wie man folgender- 
maBen einsieht: Fiir alle ae R gilt 


(u+ v — Uv) & = U(x — vx) + ve = x (mod B), 
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weil x — vx in B enthalten ist. Ahnlich ist 
z(u + v— uv) = x(u— uv) + xv = a (mod B). 


Dieselben Kongruenzen beweist man analog fiir A, also gelten sie auch fiir _4 A B. 
Dies erlaubt, falls R der Minimalbedingung fiir Ideale geniigt, folgende 


Definition. P sei das Minimum aller Ideale A in R, fiir die R/A ein Einselement 
besitzt. qmod P sei Einselement von R/P. 

Aus 1. folgt, daB 
(3) P’'=K(q—e)+P 
ein Ideal aus Be ist. Es sei nun 4’ ein beliebiges Ideal aus VONty. Aus A’¢ R 
und dim x R'|/R == il folgt 
(4) PRG aR 


Wie in (1) sei A = A’A R gesetzt. (4) erlaubt, den Isomorphiesatz anzuwenden: 
RJA = R/A'ARYA'URIA'’= RJA’, 


Die damit bewiesene Isomorphie zwischen R/A und R’/A’ impliziert, daB mit R’, 
also mit R’/A’, auch R/A ein Hinselement besitzt, und damit, da A das Ideal P 
umfaft. Weil die Restklasse von q das Einselement in R/P reprasentiert, ist erst 
recht gmod A das Einselement von R/A. GemaB (1) und (3) gilt daher 


(5) Berke ele A PO 4 eel Re 


4. Damit sind alle Voraussetzungen des folgenden, rein verbandstheoretischen 
Satzes 2 fiir die Verbande V und V’ der Ideale in & bzw. R’ nachgewiesen. 


Satz 2. Voraussetzung: Set R ein Element des modularen Verbandes V’. Mit V sei 
der Unterverband aller Vorgdnger von R, also aller Elemente A aus V', fiir die ACR 
gilt, bezeichnet. In V' az existiere ein Element P’ derart, dap fiir alle A’e ONE die 
Relationen 
(6) Alaa PA SA Ala 
richtig sind. 

Behauptungen: 1. V’\ V ist ein Unterverband von V'. Setzt man P = P'O R und 
bezeichnet man mit [P, R] das aus allen Elementen A eV mit PC AC R bestehende 
Interval, so sind V'\ V und [P, BR] verbandsisomorph unter der Abbildung 


g:A’—-A'NR=A. 
2. P' ist U-irreduzibel. Die Halbordnung H' der U-irreduziblen Elemente aus V' ist 
die mengentheoretische Vereinigung der Halbordnung H zw V mit dem Elemente P’. 


Wenn I EH, ist 
(7) ICP’ dquivalent ICP. 


3. Mit V ist V’ distributiv. 
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Beweis. «) Fiir alle Elemente A’, B’ aus v’ gelten die Gleichungen 
(81) (A'OB)AR=ANB, 
(82) (A°UB) OLE =A B; 


Nach Definition von A zu A’ ist (81) trivial. Beweis von (82): Wenn A’ und B’ beide 
in V, ist (8g) klar. Sei etwa A’eV’\ V. Dann ist nach (6) 


(AAU BIARS(AUBUPR AR 
=(AUB)U(P’N Rk), da V’ modular, 
=AUBUP=AUVB, 


denn aus (6) folet A’ 2 P’ und damit A 2 P. 


B) Da, ebenfalls nach (6), mit A’ und B’ auch deren Schnitt und deren Verbin- 
dung P’ enthalten, ist V’\V ein Unterverband von V’. Die Beziehungen (6) im- 
plizieren ferner, das A’—> A eine eineindeutige Zuordnung p von VX in [P, R] 
ist. Setzt man umgekehrt A’= P’U A fiir jedes A €[P, FR], so gilt 


A'NR=(AUP)NR=AU(P'NR)=AUP=A, 


weil V’ modular ist. Also tritt jedes Element aus [P, R] als Bild unter auf. Die 
Operationentreue von @ folgt aus (8). Damit ist die erste Behauptung des Satzes be- 
wiesen. 

y) In einer Darstellung P’ = A’U B’ kénnen nicht A’ und B’ beide in V liegen, 
weil dann auch A’U B’ in V lage. Wenn aber etwa A’¢V, ist nach (6) P’C A’, 
Dies zeigt, da P’ U-irreduzibel ist. Die tibrigen Elemente A’ = P’U A aus VIN 
sind U-reduzibel, da fiir sie sowohl P’ c A’ als auch A c A’ gilt. Natiirlich bleiben 
die Elemente aus H U-irreduzibel in V’, da P’€V. — Fiir I € H ist (7), wegen IC P’ 
aquivalent) [=I kG Park’ = P, klar. 

6) Um schlieBlich auch noch die dritte Behauptung des Satzes zu beweisen, sei 
der Verband V als distributiv vorausgesetzt. 1. Fall: A’ B’¢V oder A'Q O'EV. 
Die Verbindung (A’ B’) U (A’AN C’) liegt dann ebenfalls in VON: Sie ist nach (6) 
gleich der Verbindung von P’ mit ihrem Schnitt mit R, also nach (8) gleich 


PI ASV B)OCAOC) = PO (Ac C) yay Cee 
weil mit A’  B’ oder A’N C” erst recht A’A(B'U C')e Fah gilt. — 2. Fall: 
A’ B' eV und A’ C’ € V. Wenn dabei A’ nicht in V liegt, also A’ + A ist, gilt 


B'= Be V und O' = Ce FJ, also B’U CO’ = BUC, andernfalls enthielte namlich 
A'O B' oder A’ CO" das nicht in V liegende Element P’. In jedem Falle ist nach (8) 


AO (BY OV ESAS ALR Ge Gs) =AN(BUC)=(ANB)U(ANC)= 
=(A’NRAB)VU(A'N RNC) = (ASO. BY OAS Ge 
Damit ist der rein verbandstheoretische Satz 1 bewiesen. 


5. Wie bereits am Anfang von 4. bemerkt, laBt sich Satz 2 auf die Idealverbande 
der Algebra R und der aus ihr durch Adjunktion eines Einselementes hervorgehenden 


i ae 
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Algebra R’ anwenden, falls R ein Ideal A enthiilt, fiir das R/A ein Einselement be- 


_sitzt, oder, einfacher gesagt, falls es ein homomorphes Bild von R mit Einselement 
gibt und falls & der Minimalbedingung fiir Ideale geniigt. Insbesondere ist mit dem 


Idealverband V von R auch der Idealverband V’ von R’ distributiv. Die Struktur 
eines distributiven Verbandes V’ mit Minimalbedingung wird vollig von der Struktur 
der Halbordnung H’ seiner U-irreduziblen Elemente beherrscht; die 2. Behauptung 


in Satz 1 beschreibt dann, wie die Struktur des Idealverbandes von R’ sich aus der 


Struktur des Idealverbandes von R ergibt, wobei zu beachten ist, daB P kein U-irre- 
duzibles Ideal zu sein braucht. — Wenn schlieBlich R kein homomorphes Bild mit 
Einselement besitzt, ist nach dem unter 2) Gesagten der Ubergang von V-zu V’ 
trivial: V’ = VJ R’. Dies alles kann man zu folgendem Satz zusammenfassen: 


Satz 3. Durch Adjunktion eines Hinselementes gehe die Algebra R' aus der Algebra R 
hervor. V und V’ seien die Idealverbénde von R bzw. von R'. Falls R kein homomorphes 
Bild mit Einselement besitzt, tritt beim Ubergang von V zu V’ allein R' zu den Idealen 
von R hinzu. Im anderen Falle sind die Voraussetzungen des verbandstheoretischen 
Satzes 2 fiir V und V' erfiillt, wenn R der Minimalbedingung fiir Ideale geniigt. Dabei 
ist P das Minimum aller Ideale A, fiir die R/A ein Einselement besitzt, also der Durch- 
schnitt der Kerne aller derjenigen Homomorphismen, die R auf Algebren mit Hinselement 
abbilden. Die erste und die zweite Behauptung des Satzes 2 treffen daher fiir die Struktur 
des Verbandes der nicht bereits in R liegenden Ideale von R’ bzw. fiir die Halbordnung H’ 
der U-irreduziblen Ideale von R' zu. Nach der dritten Behauptung ist der Verband V’ 
genau dann distributiv, wenn V es ist. Falls V insbesondere distributiv und, wegen der 
Minimalbedingung fiir Ideale, jedes Ideal Verbindung endlich vieler U-irreduzibler 
Ideale ist, beschreibt (7) die Struktur von V’ bereits in V. 


Satz 3 enthalt Satz 1, falls R der Minimalbedingung fiir Ideale geniigt. 
6. Falls R der Minimalbedingung fiir Ideale nicht geniigt, kann man den Beweis 
des Satzes 1 auf den folgenden verbandstheoretischen Satz 4 griinden, den der Ver- 


fasser einer Mitteilung von Herrn R. Barr verdankt und der den urspriinglich vom 
Verfasser gegebenen Beweis des Satzes 1 sehr viel durchsichtiger macht. 


Satz 4 (R. Bar). Ist R ein Element des modularen Verbandes V’, so sind die folgen- 
den Bedingungen notwendig und hinreichend fiir die Distributivitdt von V': 
(a) Die beiden durch R bestimmten Intervalle sind distributive Unterverbinde von V'; 


(bi) ae fa eX) Ya \yea=s (ht Ve ON Le 2), 
(be) PO XOO Yas ( HX) in be 2) 
fiir alle X,Y aus V’. 


Beweis des Satzes 4 nach R. Barr. Zu zeigen ist, daB aus (a) und (b) fiir je drei 
Elemente X,Y, Z aus V’ folgt 


(9) CXC ON XV == XO OZ)" 


Die linke Seite der Gleichung (9) sei mit A, die rechte mit B bezeichnet. In jedem 
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Verband gilt AC B. Da V’ als modular vorausgesetzt ist, folgt bekanntlich aus 
ACB und 
(10) RNA=ROB, RVAS=RVB 


die Gleichung A = B (s. z. B. Hermes [4], § 8). Mehrfache Anwendung von (b) 
und (a) ergibt 
RUA =RU(XNY)U(XNZ) = [(RYVX) N(RVY)V(RY X)N (RUZ) = 
= (RUX)N[(RUY)U(RUZ)] = (RU X)A(RUYUZ) = 
=RU(XA(YUZ))=RUSB, 


Andererseits ist 
RNA=RN[(XAY)U(XNZ)] = (RNXNY)U(RNXNZ) = 
=[(RAX)N(RAY)YV[(RNX)O(ROZ)) = 
= (RNX)A[(RAY)U(RNZ)] = RNXNKA(YUZ)= 
NEG) LA At CZ) | ree Giebee Q.e.d. 

Wenn nun R’ die aus der Algebra R itber K durch Adjunktion eines Einselementes e 
hervorgehende Algebra ist, dann ist die Distributivitat des Unterverbandes [R, R’] 
des Verbandes V’ aller Ideale in R klar, weil [R, R’] wegen dim, #’/R = | nur aus 
Rund R’ besteht. Die Distributivitaét des Intervalles [0, R] sei vorausgesetzt. Damit 
ist die Bedingung (a) aus Satz 4 fiir V’ erfiillt. Wenn mit den Bezeichnungen von 


Teil 1) dieser Untersuchung X’ und Y’ beide in V liegen, geniigen sie natiirlich den 
beiden Gleichungen (b), weil dann X’C R und Y’C R. — Wenn aber etwa 


aI Te Vy sunds Fev, 


gelten wegen der Modularitaét des Idealverbandes V’ und wegen X’ = X C R die 
Gleichungen 


BONY a Ce 2) PX roe OE ee (Ct eo eke 
also (bi). Andererseits ist dann 
ROA AY) Sa RS ROA(RVY') =(RUX)A(RUYY 
also auch (bz) richtig. — Wenn schlieBlich weder X’ noch Y’ in V liegt, ist 
xX" =Kiu—e)+X und -Y'= Kio se) 


fiir geeignete wu und v aus R. Nach (2) gilt wv = v (mod X) und wv = u (mod Y), 
also 


(11) u—v=O(modXUY) und wo—(utv)+eeX'nY’. 
Dies impliziert sowohl 
ROX UY = BO (Ki ey K (ey ee Y\ = 
= K(u— v)epiX ee Y aX Ulan Biavxeneiee ane 
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also (b), als auch 
RU(X'NY') = RB = (RUX')N(RUVY’), 


weil X’O Y'’¢V und R’ das einzige Oberideal von R ist. 


Die Bedingungen (a) und (b) aus Satz 4 sind demnach erfiillt. Sie implizieren die 
-Richtigkeit von Satz 1. 
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The Automorphism Group of Certain Function Rings 


By 


Karu Hernrice Hormann!) and Frep B. Wricut?) 


Let A be any ring, and let B be the collection of all central idempotents in A. Then 
B is a Boolean ring under the lattice operations e V f =e + f —ef,e A f= ef. By 
M. H. Sronn’s duality theory [6], the Boolean ring B can be represented as the ring 
C'(X, GF (2)) of all continuous functions from-its structure space X [3] to the ‘Galois 
field GF'(2) of order 2, provided the functions have compact support in X. If Gg 
denotes the group of all automorphisms of B and if H = H(X) is the group of all 
homeomorphisms of the Boolean space (= locally compact, totally disconnected 
Hausdorff space) X, the Stone duality theory shows that there is an isomorphism 
t: Gp — H between these two groups. More explicitly, if g € Gg and if t(g) = y € H, 
then a9 (x) = a(yz) for any ae C’(X, GF(2)). 

The purpose of this note is to consider an extension of this description of the auto- 
morphism group to a more general class of rings. The most decisive result which we 
shall give is for rings which can be represented in the same fashion as Boolean rings, 
where GF (2) is replaced by any simple ring with an identity which is finite dimensional 
over its prime field. The class of rings which can be so represented has been elegantly 
treated by ARENS and KapLansky [1]. Although this class of function rings will be of 
principal interest, we will do some things in a more general setting. 

Throughout, the set of all central idempotents in a ring A will be denoted by B. 


Definition 1. A ring A will be called a weakly Boolean ring if (i) any maximal 
Boolean ideal y in the Boolean ring B is of the form y = BQ x, where x is a maximal 
modular ideal. in A, and (ii) any maximal modular ideal x in A is the extension Ay 
of a maximal Boolean ideal y in B. 


AreNs and Kapnansky [1] defined a biregular ring as one in which any principal 
two-sided ideal is generated by a central idempotent. Morrison [4] showed that 
every biregular ring is weakly Boolean in the above sense. Moreover, MorrIsoN 
showed that in a biregular ring the correspondence indicated in Definition 1 holds for 
all ideals of A and B. An important class of rings which are weakly Boolean, but in 
which this stronger correspondence does not hold, is the family of all von Neumann 
algebras of finite type [7]. 


') Research supported by the National Science Foundation. 
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Definition (SEGAL) 2. A ring A is called strongly semisimple if the intersection of all 
the maximal modular ideals of A is the zero ideal. 

In any ring in which the notions of primitive and maximal ideals coincide, this 
notion is the same as semisimplicity in the sense of JACOBSON [3]. This is the case for 
Boolean rings and for biregular rings. All von Neumann algebras are semisimple in the 
sense of JAcoBson, and the algebras of finite type are characterized by strong semi- 
simplicity. The set of all maximal modular ideals of a ring A is called the strong 
structure space of A, when topologized with the hull-kernel topology [5]. Thus, in a 
weakly Boolean ring, the structure space.of B is the continuous, one-one image of the ~ 
strong structure space of 4; if A has a unit, these spaces are compact and homeo- 
morphic. 

For the moment, we shall use the following notation: A is a weakly Boolean ring, 
B is as before, X is the strong structure space of A, and Y is the structure space of B. 
The groups G4 and Gz are the full automorphism groups of A and B respectively, and 
H = H(Y) is the full homeomorphism group of Y. Let t be the isomorphism of Gg 
and H indicated above. 


Lemma 1. If g € G4, then g maps B into B, and the restriction of g to B is an auto- 
morphism of B. If p(g) denotes this induced automorphism, then the mapping 
QP: G4 => Gaz 
is a homeomorphism of G4 into Gp. 
The proof of this is obvious enough to allow its omission. 


Definition 3. For each xe X, let hy: A > A/x denote the natural homeomorphism, 
and let Lz, denote the automorphism group of Al/x. If xe X and if ge G4, write x9 = 
= {af aex}. 


Lemma 2. If K is the kernel of the Laneoiorabien gp of Lemma 1, and if g eK, then 
x9 = x for each x € X. There exists, for each x e X, an automorphism g (x) € Ly such that 
hz (a9) = (hz (a))9™ for each a € A. Moreover, for any 91, 92 © K and for any xe X, we 
have (9192) (%) = 91 (©) gz (2). 

Proof. Since g € K, then g(g) is the identity on B, and therefore leaves invariant 
the maximal ideals of B. Since A is a weakly Boolean ring, g leaves invariant the 
maximal modular ideals of A. For any x € X, the mapping hz has x as its kernel, and 
z is invariant under g. Standard arguments yield the desired automorphism g(a) € Lz, 


moreover, 
(hz (a)) 192) == hy, (a?29) = (hy (a91))92 = (hy (a)) 9092) 


Lemma 3. Let A be a strongly semisimple weakly Boolean ring. If g ¢ K = kernel p 
is such that g(x) = 1 for all xe X, theng = 1. 

Proof. If ay +a, then (by strong semisimplicity) there is an element x ¢ X such 
that hz (a9) + hz(a); in other words, (hz (a))9 + hz (a). Hence g(x) + 1 in Ly. 


Definition 4. Let el L,, denote the unrestricted product of the automorphism groups Ly. 
vex 


Let K = kernel g, and let py: K > | [42 be the mapping of K into this product which 
assigns to g € K the element (9 (x)) je in this product. 
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Lemma 4. If A is a strongly semisimple weakly Boolean ring, the mapping p is a 


monomorphism. 
This follows at once from Lemma 2 and 3; combining this with Lemma | yields the 


following: u 


Proposition 1. Let @ be the automorphism group of a strongly semisimple weakly 
Boolean ring A, let B be the Boolean ring of central idempotents of A, let X be the strong 
structure space of A, and let Y be the structure space of B. For each x € X, let Lz be the 
automorphism group of the residue-class ring Alx. Then G is an extension of a subgroup 


of the unrestricted product ll Ly, by a subgroup of H(Y). i 
a 


This would appear to be about as much as one can say about the automorphism 
group of an otherwise unrestricted weakly Boolean ring. The first question which 
naturally arises is: When does this extension split as a semidirect product? In the 
sequel, we shall show that this happens for the class of function rings described above, 

Let X be a Boolean space, let R be a (discrete) simple ring with identity, and let 
C'(X, R) denote the set of all continuous functions from X to R which have compact 
support in X. We shall denote by O(X, R) the family of all continuous functions from 
X to R. (A consistent notation will also be used when considering functions from X to 
a group). From Srone [6] we know that X may be identified with the structure space 
of the Boolean ring B, and since C’ (X, #) is a biregular ring, we know from Morrison 
[4] that X is the structure space of A = C’(X, R). 


Lemma 5. For each g&€ Gg, let a* (x) = a(t(g)x) for anyae A = C'(X, R) and 
any xe X. Then a* € C'(X, R), and «(g) € Ga. 


This is straightforward. 
Lemma 6. The mapping «: Gp — G4 is a monomorphism. 


Proof. Forae A, xe X, and gj, go € Gg, we have 
aro) (x) = a4 (x(ga)2e) = a(t (gr) € (ga) x) = a(t (gr g2) 2) = a(x). 


Hence « is a homomorphism. If a*” = a for all ae A, then t(g)a = 2 for all ee X, 
since A separates points of X. Since t is a monomorphism, this means g = 1; hence 
is one-one. 


Lemma 7. The composition @ o « is the identity on Gp, and p(G4) = Gg. Moreover, 
the mapping B = «0 y is an endomorphism of G4, and satisfies B= 6. 


This is entirely obvious. This lemma immediately enables us to assert that Gy splits 
as a semidirect product (see, for example, HormaNn and Mostert [2]) 


Theorem I. Let X be a Boolean space, let R be a simple ring with identity, let G be the 
automorphism group of A = C'(X, R), let L denote the automorphism group of R, and 
let H be the homeomorphism group of X. Then G contains a normal subgroup Gy iso- 
morphic to a subgroup of the unrestricted product L* and a subgroup Gz isomorphic with 
H ee that G = GiGe and Gin Go = {1}; i.e., @ is the semidirect product of Gy 
an 72. 


a 


"i 
z 
4 


Vol. XII, 1961 The Automorphism Group of Certain Function Rings 423 


This is still not completely satisfactory, because the subgroup of Z* has not been 
identified. The natural conjecture is that @, is isomorphic to the family C(X, L) of all 
continuous functions from X to the (discrete) automorphism group L of R. We are 
able to do this only under conditions which are almost identical with those ARENS and 
Kariansky [1, pp. 466—7] and Jacozson [3] found necessary to impose on a bi- 
regular ring in order to represent it as a ring of the form O’(X, R). Their result is as 
follows: 


Theorem (ArENS-Kapiansky, Jacopson). If A is a biregular ring with identity, all 
of whose residue-class rings modulo maximal ideals are isomorphic to the same simple 
ring R with identity, where R is finite dimensional over its center K, then A ~ O'(X, R), 
where X is the (compact) structure space of A. 


An analysis of their proof enables one to state a superficially more general 
formulation: 


Proposition 2. Let A be a biregular ring with structure space X. Suppose the following 
are satisfied: (i) for each x EX, we have A/u ~ R, where R is a fixed simple ring with 
identity; (ii) (R: K) finite, where (R: K) is the dimension of R over its center K; 
(iii) X is paracompact. Then A ~ C'(X, R). 


We omit the proof, since it is quite similar to the proof of ARENS and KaPLANSKY 
and of Jacopson. The set of all limit ordinals less than the first uncountable ordinal, 
with the order topology, is a Boolean space which is not paracompact. Paracompact- 
ness is closely related to a concept introduced by ARENS and KaPLANskyY in a similar 
context [1, p. 472]. Every Lindeléf space is paracompact, so that any countable 
Boolean ring has a paracompact Boolean structure space (since the space satisfies the 
second axiom of countability). 


Theorem II. Let A = O'(X, R) be the ring of all continuous functions with compact 
support from the Boolean space X to the simple ring R with rdentity. Let P be the prime 
field of the center of R, and suppose (R: P) is finite. Let L be the full automorphism growp 
of R, and let C(X, L) be the set of all continuous functions from X to the discrete group L, 
let H(X) be the homeomorphism group of X, and let G be the full automorphism group 
of A. Then: (i) G contains a normal subgroup Gy ~ C(X, L); (ii) G contains a subgroup 
Go ~ H(X)); (iii) G is the semidirect product of Gy and Gz; moreover, if h € G1 corres- 
ponds to fe O(X, L) and he Gz corresponds to y € H(X), the conjugate h-1yh corres- 
ponds to the function « —> f(y («)) of C(X, L). 


Proof. We identify the points of X with the maximal ideals of A. For x € X, define 
hz: A > R by setting h(a) = a(x) for each ac A. Then, as in Lemma 2, we have 
as (x) = (a(a))9. (It is clear that any continuous function « — g(x) defines, in this 
way, an automorphism of A.) Let {r;:iEI} bea basis for R over P, where the cardin- 
ality of I is finite. Let xo be a point in X. We shall show that the function # — g(x) is 
constant on some compact open neighborhood of x; this will show that the function 
a > g(a) is continuous, and, together with Theorem I, will complete the proof since 
the remainder of iii) is straightforward. 
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Let e be a characteristic function in B whose support U, contains 2p. Then the 
function x — (rje)9(x) is a continuous function for each 7 € I, because g is an auto- 
morphism of A. Hence there is a compact open set U;,7¢€ I, which contains a, such 
that the function x —> (rje)%(x) is constant on U;. Let U be the intersection of all the 
sets U;; the set U is compact open, since the cardinality of I is finite. Let f be the 
idempotent in B whose support is U. For re R, we have r = >, Pitt where p; € P. 
Then, for any x € X, we have +eF 


(r f)9 (x) = (> persf)9 (x) = ((> peraf) (@))9 = D pe((raf) (@))9 =D pilref)9 (@). 


But this function is constant on U. Since this holds for allr € R, the function x — g(x) 


is necessarily constant on U. This proves the theorem. 
Theorem IT and Proposition 2 can obviously be combined to give a general result. 


Theorem III. Let A be a biregular ring with paracompact structure space X, all of 
whose residue-class rings modulo maximal ideals are isomorphic to the same simple ring 
R with identity, where R is finite dimensional over the prime field of its center. If G is the 
full automorphism group of A, if L is the full automorphism group of R, and if H is the 
homeomorphism group of X, then G is the semidirect product of a normal subgroup 
Gy ~ C(X, L) and a subgroup Gz ~ H. 


It will be apparent what changes must be made in order to determine the group of 
automorphisms of a biregular ring over its center, rather than the full automorphism 
group. 

The following special case of Theorem II may be worth recording explicitly, because 
of its interest in both topology and logic. 


Corollary If.1. Let X be a locally compact Boolean space, and let GF (p) be the Galois 
field of prime order p. Then the automorphism group of C’(X, GF (p)) is isomorphic to 
the homeomorphism group H(X). 
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A Note on the ‘Primbasissatz’ 


By 


M. Pavaman Murty *) 


In [1] it was proved that if A is a semilocal Cohen-Macaulay ring and ) a prime 
ideal of rank s contained in the radical such that A, is regular, then there exist ele- 
ments aj,...,@;€) such that rank (aj, ..., as) = s and (aj,... » As)y = pA,. The 
aim of this note is to prove that this result is true for any commutative noetherian 
ring A with unit element and any prime ideal p such that A, is regular. In fact we 
shall prove the following slightly more general result. 


Theorem. Let A be a commutative noetherian ring with unit element and » a prime ideal 
of rank s. Let q be a p-primary ideal and let n be the dimension of q Ay/qp Ay as a vector 
space over A,/pAy. Then there exist elements a1, ...,@n €q such that (a1, ..., @n)y= 
= gd, and rank (a1, ... , ds) = s. Further the a; can be chosen from a minimal set of 
generators for q. 


We first prove two lemmas. In what follows A always stands for a commutative 
noetherian ring with unit element. 


Lemma 1. Let p1, ... , p1 be prime ideals of A such that p; ¢.p; fort +9. Let y1, ... 5 Yr 
be elements of A such that - 


(1) yi ey; for some i, 1 Si Sl, 
1 
(II) (y1,-..,¥r) lL) by. 
j=l 
Then there exist elements ag,..., a, in A such that 


I 
yi + azye +-°: + aryr EL) ¥;- 
Nod 


Proof. Choose x; € p; such that a; ¢ p; for i +7. Bevause of (II) for every p; there 
exists a ¥y@), 1 S v(t) SU, such that yw Epi,7 = 1,..., 1. We may assume 41 € }j, 
1<i st andy ¢pj,t+1 S57 Sl. Set 


i= a LST: 
ji 
It is immediate that 


1 
Yi + a1 Yyqy) + °°" + Yt) #0 yy. 
= 


*) My thanks are due to Dr. C. S. SesHapri and Mr. C. P. Ramanusam for helpful suggestions. 
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, \ 
Corollary 1. Let x be an element in A not contained in ay and let ye A. Then there 
exists AEA such that Ax +- y ¢)y for any j. a 


l . 
Proof. If y ¢\) pj, choose 2 = 0. Otherwise apply Lemma 1 to the ideal (y, 2). 
j=1 


Corollary 2. The ideal a = (y1,..:, yr) in Lemma 1 can be generated by r elements 
l 


which do not lie in \_) ;. 
j=1 


l 
Proof. By Lemma 1 we may assume y; ¢\_) pj and 4, 2 Si <r, such that 
j=1 


1 
Avyr + yi lJ py. Then a = (y1, Azy1 + yo,--.,Ary1 + yr), q-e.d. 
pat 


Let a be any ideal of A. We denote by n(a) the least integer d such that a can be 
generated by d elements. 


Remark. The ideal a = (y1,..., yr) in Lemma 1 can be generated by n(a) elements 
i 
not lying in (_) pj. 
j=1 


Observing that in a noetherian ring the set of zero divisors is precisely the union 
of the maximal prime ideals associated to (0), we have 


Corollary 3. Let a be an ideal containing a non-zero divisor. Then a can be generated 
by non-zero divisors. 


Lemma 2. Let p be a prime ideal in A of rank s = 1. Let q be a p-primary ideal such 
that the dimension of 4 A,/qpAy as a vector space over A,/p Ay is equal to n. Then there 
exist A1,..., An € q not contained in any of the minimal prime ideals associated to (0) 
such that (a1, ...,4n)y = qAy. These a; can be chosen from a minimal set of generators 
of q containing n(q) elements. 


Proof. Let 1, ...,); be the minimal prime ideals associated to (0). As rank q 
l 
21, we have q¢\J)p;. Therefore by the remark after Corollary 2 there exist 
1 j=1 
aeq, aél)pj;, 1 <i <n(q), such that q = (a,... , An (q))- 
j=1 


It is well known that for a module of finite type M over a local ring A, elements 
%1,...,%,€M form a minimal set of generators for M if and only if 2 mod mM, 
1 S71 <7, form a basis for the vector space M /mM over A/m where m is the maximal 
ideal of A. Now as the dimension of the vector space qA,/qpA, over Aj/p Ay is n, 
we can choose n elements among the a; Say @1,...,@y, with (a7, ...; An)y = gAy, 
OA Tye 

We shall now prove the theorem by induction on s. 


Proof of the Theorem. Let p be a prime ideal of rank s and q a p-primary ideal 
such that the dimension of the vector space qA,/qpA, is equal to n. Let s = 0. 
Choose elements a1, ... , ay (q) to generate q. Among these a; we can choose Qin ae 
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a 


: such that (a,..., an), = qAy and rank (a1, ... , a) = 0. Let s > 0. Assume that 


~ for all prime ideals p of rank d < s and for all p-primary ideals q there exist elements 
~@1,...,@n(q) Which generate q and from the a we can choose elements Chines 
Ren such that (a,,... »Im)y = QAy and rank (a1, ...,@m) = d where m is the 


_ dimension of the vector space qA,/pqA, over A,/pA,. By Lemma 2, we can choose 
elements @ 1, ..., @(q) generating q and not in any minimal prime ideal associated 


to (0), such that (a1, ..., @n)y = qAy. Consider the ring A = A/(a1). We shall denote 
the image in A of any ideal a (respectively an element x) of A by a (respectively 2). 
We have A; = A,/a, Ay. As a; is not contained in any of the minimal prime ideals 
associated to (0), rank p= dim Aj = s — 1. The elements ay, ... , a mod ap Ay 

form a basis for qA,y/qpAy as a vector space over A,/p.A, and we ee 


: dim (q 45/q p45) = dim (qAy/qp Ay + aA,)=n—1. 
(4p/P4y) (Ay/PAy) 


Therefore by induction hypothesis there exist x71, ..., Xn (q) € A such that 2, ..., 
"Zn (q) generate q and (x1, ..., %n—1)y = q Ay with rank (21, ... , Zn-1) = s — 1. Hence 
(@1, 1, ...;%n-1)) = GA, and by our choice of aj, rank (a1, 21,...,%n-1) = 68. 
Since n(q) S n(q) — 1 and ay, 2,..., Xn(q) generate q. Hence aj, x41, ...%n@ is a 
minimal set of generators for q and n(q) = n(q) — 1. 
Since in a local ring of dimension s there exists a primary ideal generated by s ele- 
ments and associated to the maximal ideal (see [2]), we immediately have 


Corollary 1. Jf A and » are as in the theorem there exist s elements ay, PF ,a,Ep 
such that rank (a1, ...,@s) = 8 and (a1, ..., Ms)y 8 pAy primary. 


In the theorem if we take q = p and A, regular we get (see [1]) 
Corollary 2. Let A, be regular. Then there exist elements a1, .-., 45 € p such that 
rank (a1,...,@s) =s and (a1,...,@s)y = pAy. 
Further the a; can be chosen from a minimal set of generators of . 


Remark. If the ring A in the theorem is Cohen-Macaulay, then the a; form an 
A-sequence (see [2]). 

We recall (see [2]) that in a commutative noetherian ring A the elements a, ... , 
as € A form an A-sequence if aj41 is not a zero divisor in A/(a1,..., a),7 = 0,1,..., 
s — 1, (we take ap = 0). It can be proved that in a local ring A all the maximal 
A-sequences have the same length and that this length cannot exceed the dimension 
of the local ring A. If the length of any maximal A-sequence is equal to the dimension 
of the local ring A, we say that A is Cohen-Macaulay. We say that a commutative 
noetherian ring A is Cohen-Macaulay if each Am is Cohen-Macaulay of the same 
dimension for every maximal ideal im of A. 

We have the following strengthening of Primbasissatz (see [2]) in case A, is reg- 
ular. 


Corollary 3. Under the hypothesis of Corollary 2, there exist elements a1, ...,43€) 
such that rank (a1,...,@s) = $s and p = (q,..., ds): t with t€ p. 
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Proof. Let 61, ... , bm generate p. Choose the elements a1, ... , as by Corollary 2. 
Since (a1, ..., @s)y = pAy, there exist t ¢ p such that tb; € (a1,...,@s), 1 St<sm. 


m 


Set ¢ = | [&. Then p = (a1, .:., @): 6. 
(=1 
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Kin metrischer Satz iiber die Gleichverteilung mod 1 


Von 


Waurer Prrrert) 


Ks gilt bekanntlich 


Satz 1. Ist A eine ganzzahlige m-zeilige Matrix mit |det(A)| = 1 und ist kein Eigen- 
wert von A eine Hinheitswurzel, dann ist die Folge {Ax} gleichverteilt mod 1 fiir fast 
alle 

ay 


t as 
um 
Dieser Satz ist eine unmittelbare Folgerung eines Ergebnisses von RocHutn [4] 


(siehe auch [1]). In der vorliegenden Arbeit wird dieser Satz verallgemeinert; und 
zwar beweisen wir den folgenden 


Satz 2. Hs sei A eine beliebige reelle nichtsingulire m-zeilige Matrix, deren Higenwerte 
Ai (1 Si Sm) stimtlich den Betrag | 2;| > 1 besitzen. Ferner sei ly S lg S++ Sly S 
< --- eine Folge natiirlicher Zahlen. Gibt es zwei positive Konstanten ¢ und c derart, dag 
l — als Funktion des Index betrachtet — wenigstens um c zunimmt, wenn der Index 
von n ab um nj(log n)'** wichst, dann ist die Folge {A'x} gleichverteilt mod 1 fiir fast 
alle x. Ist tiberdies A symmetrisch und sind alle thre Higenwerte positiv, so bleibt die Be- 
hauptung richtig, wenn die Zahlen ly, lz, ...,ln, ... beliebig reell sind. 


Bemerkung. Wie das Beispiel 


4 jag ne) 
BNO Syeck 


zeigt, kann die Voraussetzung |A;| > 1 nicht durch eine schwachere ersetzt werden. 

In seiner Arbeit [3] bewies E. HuawKka verschiedene Gleichverteilungssatze unter 
Zugrundelegung allgemeiner Summationsverfahren. Wie man leicht sieht, kann man 
auch den vorhergehenden Satz in dieser Richtung verallgemeinern. Wir wollen nicht 
naher darauf eingehen und begniigen uns mit folgendem Satz, dessen Beweis analog 
wie der des vorhergehenden Satzes gefiihrt wird. 


Satz 3. Hs sei B = (bnn) eine Toeplite-Matrix mit, 
y bt, = Yn und > Ynk < 00 
h=1 n=1 


1) Fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir wertvolle Hinweise méchte ich Herrn Dr. J. Cre- 
LER meinen herzlichsten Dank aussprechen. 


1 
Pt 


i 
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fiir ein k; schlieBlich sei ly < lg << +++ <In < +++ etme Folge natiirlicher Zahlen. Ist A 
eine beliebige reelle nichtsingulire m-zeilige Matrix, deren Higenwerte 44 (1 St Sm) 
simllich den Betrag | A;4| > 1 besitzen, dann ist die Folge {Any} B-gleichverteilt mod 1 

fiir fast alle x. 

Satz 2 ist. eine teilweise Verallgemeinerung eines Gleichverteilungssatzes von 
H. Weyt auf den m-dimensionalen Fall (siehe [5]). 

Fiir die verwendeten Satze und Definitionen aus dem Gebiet der Gleichverteilung 
siehe [2]. 

Wir beweisen nun mit Hilfe des Wryxschen Kriteriums den folgenden 


Hilfssatz. Hs set {An} eine Folge ganzzahliger m-zeiliger Matrizen mit | det(An)| =1 
und es sei genau hy mal det(A; — Ay) = 0 (1 Sj, k Sn). Gibt es zwei positive Kon- 
stanten c und e, so dap 


(1 MAK Dig, ae De ey 
1<kSn agave: 


dann ist die Folge {Anz} gleichverteilt mod 1 fiir fast alle x. 


Bemerkung. Satz 1 ist als Spezialfall im Hilfssatz enthalten. Denn ist speziell 
n= A”, dann ist h(™ — 1 fiir alle n, da det(Ai — A*) +0 fiir k +7 gleichbedeu- 
tend damit ist, daB kein Eigenwert von A eine Einheitswurzel ist. 


Beweis. Wir bezeichnen mit 


wo t + 0 ein beliebiger ganzzahliger Vektor und t* der transponierte von t ist; da- 
bei ist e(a) = e2™* , 
Wir betrachten nun 
1 n n 
flint) 2dr =e D) Y felt®(4e— Ap adr 
E 


E K=1 j=l 


ttt (OS trp 1 ho): 
Wegen (1) gilt 


1 n (n 
{lode ss dies in at 


n — (logn)it+e* 
Fast wortlich wie in [5] zeigt. man 


lim fn (x) = 0 
n—co 


fiir fast alle x. 1 
Wir ersetzen nun ry durch wy t wo N eine beliebige natiirliche Zahl ist. Damit 
haben wir den Fall betrachtet, in dem die Folge {Ay} die Gestalt {N-1- B,} (B 
~ ganzzahlig) besitzt, wobei B,, die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt. uf 
Wir beweisen zunachst Satz 2 fiir den F all, daB A symmetrisch und 2; > 1 ist 
A la8t sich dann in der Form A = U-14U schreiben, wobei det (U) aad, 1 ua 
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A = [A1, Az, ..., Am] eine Diagonalmatrix ist. Ist r eine beliebige reelle Zahl, dann, 
wollen wir unter A’ die Matrix A" = U-!ArU verstehen, wobei A" = [/i, ... , ”,]. 
Ist X = (aij) eine m-zeilige Matrix, dann schreiben wir 


|| X || = m- max |x|. 
Fiir zwei Matrizen X,Y gilt dann 
(2) |X+Y¥| 


S|X]+]¥] wd [XY] S|X]- YI]. 


Ferner gilt fiir jeden Vektor y¢ 
(3) | Xz] Sm? |X] |e]. 


Wir bestimmen nun Matrizen A, mit rationalen Elementen, alle mit dem Nenner NV, 
so daB 


: m 
(4) || An — A’n|| Son: 
also 

’ a8 m 
(4’) | 4n — U4 U| < sy. 


Wir schreiben fiir /,, + 1; 
Qy = (A — Ale) (UA, 0-1 —U Ay 0), 
Da 
| (4% — A*)+| = O(1), 
gilt wegen (2) und (4’) 
| || 2; — £|| = O(N-4) (HZ = Einheitsmatrix) 
und somit 


det (Q;) = 1+ O0(N-). 
Daher ist 


| det (A — A’*) — det (Ay, — Ax) | = | det (A — A™)| - O(N-1). 
Wir wahlen WN so groB, daB O(N-1) < 1/2. Dann folgt aus der letzten Ungleichung 
|det (An — Ax)| = 1/2|det(A’ —A”)| +0 fiir In +p. 


Ebenso zeigt man det (A») + 0 fiir alle n. 

Da wegen (4) die Matrizen A, eindeutig bestimmt sind, folgt daraus, daB genau dann 
det (A, — Ax) = 0, wenn J, = ly. Nach Voraussetzung gibt es aber unter den ersten 
n Zahlen I, héchstens n/(log n)'** untereinander gleiche. Nach dem Hilfssatz gilt 
dann fiir die Folge {Anz} 


(5) lim 


n—->co 


ale 


n 
> e(t* Ax) at) 
k=1 


fiir fast alle yr. 
Da fiir reelle 7;, s;, 7; (1 Sj Sm) 
n 
le(ry% + *°> +- Pm %m) — e(81%1 + °° + 8m&m)| S 2m > |r; — s3| | ay | 
j= 1 
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gilt, haben wir wegen (3) und (4) 
\ n 
a Dy (t* Apr) ene (t* Aley) <= max |e( (t* Ayr) — e(t*A’*y)| < 
n he iene 


1sksn 
<2n7Xmi/2 max | t*(A, — A’*)| — 


1sksn 


<2nXm-max| Ay, —A*|-|t*|< ceXm2T- Nt, 


1<k<n 
wobei X = max |a,;| und T = |t]. 
1sjsm 
Daraus folgt 
n n 
A Del e(t* Alt p) | = + SY e(t*Agr)| + 7X m2 7-N-, 
apne ee 


Wir bezeichnen die Menge der y, fiir die (5) nicht gilt, mit 2y. Ihr Lebesguesches 
MaB m (Wy) ist m(Xy) = 0. Da N beliebig war, existiert 


n 
lim 1 >. e({* Ar) = 0 
n—>oco GM k=1 
fiir alle r, die in allen %y, endlich viele ausgenommen, liegen. 

Da A eine Diagonalmatrix ist, hatte man Satz 2 fiir symmetrische Matrizen auf den 
eindimensionalen Fall zuriickfiihren k6nnen. Die obige Methode kann man aber auch 
bei beliebigen Matrizen anwenden. Wir wollen dies jetzt naher ausfiihren. 

A 1a8t sich in der kanonischen Darstellung 


Aa U-lTe (a); ben, Lo OS 


schreiben, wobei det(U) = +1 und die Io,(Ai) die Jordanschen Kastchen 
MeO tierc ees Oe) 
LAr ese ee oe OO 
To, (Aa) a 
mn) 
0 0 Leas 


sind. Wir schreiben 
Apa WC neaey &-0 604 | 


Durch Rechnung zeigt man, daB fiir 1, + I; 
| (in — At)-1] = 0) 


Vollig analog zu dem Fall, daB A symmetrisch ist, verléuft der Beweis, daB 
p 1 n 
lim rs 2g sy) —() 
noo c=] 


fiir fast alle yr. 
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On a Theorem of ISBELL Concerning Extremally Disconnected P-spaces 


By 
R. L. Buarr 


A completely regular space X is extremally disconnected in case every open set in X 
has an open closure; and X is a P-space in case every function in C(X) is constant on 
some neighborhood of each point!). A cardinal m is nonmeasurable in case for any 
nonzero countably additive {0, 1}-valued measure yw defined on the collection of all 
subsets of a set S of cardinal m there exists an element x € S such that w({x}) = 1. 
The following result is due to J. R. Isputn [2, Theorem 2.4]: 


Theorem (IspeLL). Jf X is an extremally disconnected P-space of nonmeasurable 
cardinal, then X is discrete?). 

IsBELL’s proof relies on an unpublished result due to him and S. GrysBure (see [2]); 
a second proof (obtained jointly by L. Ginuman, M. Henriksen, and M. Jerson) is 
outlined in Problem 12H of [1]. We give below another proof which, while similar in 
certain respects to that of [1], seems conceptually rather simpler. 


Proof. Since the hypotheses on X are inherited by v X (see [1, 6M. 7, 1H.4, 8A.5, 
and 12.5]), we may assume that X is realcompact. Assuming that X has a nonisolated 
point p, Zorn’s lemma provides a family (Yq),<7 of disjoint open-and-closed subsets 
of X such that Y = (_) Y, is dense in X and p ¢ Y. Since ¥ is dense in the extremally 


ael 


disconnected space X, we have X c BY [1, 6M]. Now each Y,, being a closed sub- 
space of a realcompact space, is realcompact [1, 8.10]; hence Y, as the topological sum 
of nonmeasurably many realcompact spaces, is realeompact [1, 12G]. Then, since 
pepY — Y, there exists a strictly positive bounded function in C (Y) whose ex- 
tension over f Y vanishes at p [1, p. 119]. This is an obvious contradiction. 
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On Functional Cup-Products and the Transgression Operator 


By 


Emery Tomas?) 


1. Introduction. Let g be a map from a topological space X to a topological space Y. 
Take cohomology groups with coefficients in a fixed ring R and denote by g* the 
homomorphism from H*(Y) to H*(X) induced by g. Suppose that u ¢ H?+1(Y) and 
v € H%1(Y) are elements such that w ~ v = 0 and either g*u = 0 or g*v = 0. Then 
STEENROD [6] has defined a functional cup-product 


es v € HP+a+1(X) mod L(g, u, v), 
where 2) 
L(g, u,v) = g* Hpetat (VY) + g*¥u~ Aa(X) + AP(X)~g*v. 


Suppose now that X and Y are the total spaces of respective proper triads and that 
g is a triad map. The purpose of this paper is to show that it is then possible, in certain 
cases, to express the functional cup-product in terms of an ordinary cup-product. We 
apply this to obtain a classical result about the Hopf invariant and to obtain some 
new information about the cohomology rings of certain classifying spaces. 

Assume then that (X; Xo, X1) and (Y; Yo, Yi) are proper triads [3; Chap. I, § 14] 
and that g is a triad map. Denote by 


gy: (X, Xj) > (Y, V3) (f = 9,1) 
the map determined by g and set 
Ag XOX fs Biz, Foi liss fag Ae 
For the remainder of this section assume that X = Xp) U X; and Y = YoU Yj. One 


then has the (absolute) Mayer-Vietoris cohomology sequence [3; Chap. I., § 15] for 
each triad, which contains the coboundary 


Ay: Ht (A) > Hri(X)  (r 29), 
with a similar coboundary for Y. For elements u; ¢ H* (Xj) (j = 0,1) we set 
Uo * Uy = A (xX Uo ~ ac U1) Ee H*(X), 


where z* denotes the homomorphism induced by the inclusion 4 c XG (4 =10,1); 
1) Fellow of the John Simon Guggenheim Foundation. This research was partially supported 


by the Air Force Office of Scientific Research. 
2) If A,, do,..., An are subgroups of an abelian group B, we denote by Ai + -:: + Ay the 


smallest subgroup of B containing all the Aj. 
28* 
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We will say that an element « e H?(X;) (¢ = 0 or 1) is transgressive (with respect 
to g) if there is an element y ¢ H?+1(Y, Y;) such that 
jiu=gity, 
where 6; denotes the relative coboundary H»? (X;) > H»?*1(X, X;). We will say that 
the element nye H?*+!(Y) represents the transgression of x, where n* is induced by the 
inclusion Y c(Y, Y;). Of course the representative is determined only up to the 
image by n¥* of the kernel of g*. 

We shall prove 


Theorem 1.1. Let 2; ¢ H? (X;) (i = 0 or 1) be an element that is transgressive and let 
uw; © HP+1(Y) represent its transgression. Let v © H4(B) be an element such that 


% I 
7p > 7 Va — UT Va; 
a 


where vq € H* (Xo), vg € H* (X1) and f* is induced by f. Then, 


g* UW; — Oe Wi — Av = O = Av Ww Uj, 
and 
wo Av = > (=1)?*1 (xo ~ va) «v,mod L(g, wo, Av) (if i=0), 
g 


a 


Av ae = > (—1)4 vq * (vy, 21)mod L(g, Av, wi) (if i= Ly: 


a 
We will say that an element v € H4(B) is primitive (with respect to f) if 
[*v = nF vo + a¥ 01, 
where vj; € H4(X;) (j = 0,1). We term the element v; a projection of v on X;. In the 
Mayer-Vietoris sequence for X the kernel of A is the subgroup spanned by the image 
of aj and aj‘. Since g is a triad map we have the commutativity relation g*/A = Af*, 


and therefore: an element v € H4(B) is primitive if, and onl y tf, g* Av = 0. Thus asa 
special case of Theorem 1.1 we obtain 


Corollary 1.2. Let x and w; (i = 0 or 1) be the elements given in Theorem 1.1. Let 
v € H4(B) be a primitive element with projection v; on X; (j,= 0,1). Then 


g* uy = 0, oF Av = 0, wi Ave Oo = Av~ w;, 
and 


wo Av = (—1)?*129*v1 modg* HPtat(V) (if ¢= 0), 


Av e Wy = (—1)4v9 * ay mod g* Hp+a+1(V) (yy a= T\4 


Suppose now that we H?(B) is a primitive element with projection uw; on X; 
(j = 0,1). One may then show that uj is transgressive and that ¢; Au represents its 
transgression, where ¢9 = —1, ¢; = 1. Thus from Corollary 1.2 we obtain 


Corollary 1.3. Let we H?(B) and v € H4(B) be primitive elements with respective 
projections uj and vj on X; (j = 0,1). Then 


es 


Vol. XII, 1961 Functional Cup-Products 437 


g* Au =0,9*Av = 0, Au~ Av = 0, 
and 
Au ~ Av = (—1)? up * v1 mod g* HP+a+1(Y), 
g 
Denote by ¥ the cone on X attached to Y by the map g. One then has an exact 
sequence (see [1; § 3]) 
+++» Ha(¥) > Ha(¥) > Ha(x)—“5 Hatt (P)—> -, 
where j* is induced by the inclusion Yc Y and wis a Mayer-Vietoris coboundary. Let 
xj, UW (i = Vor 1) and v be the elements given in Corollary 1.2, and let u be the element 
given in Corollary 1.3. Since g*w; = g* Au = g*Av = 0, by exactness there are 
elements 
%, ue HP+(Y), ve HUY) 
such that 
jt wi = Wi, FFU = Au, j*0 = Av. 


Corollary 1.4. 


(b) w(to*01) =(—1PHGd (if += 0), 
p(vo*a1)= (1s &, (if ¢= 1). 


The proof follows from Corollaries 1.2, 1.3 and the formulation of the functional 
cup-product due to ADEM [1; § 4]. 

In the following section we give two applications of these results, while the re- 
maining sections of the paper are devoted to the proof of Theorem 1.1. 


2. Applications. Our examples will use the join construction. Let Ap and Ay be 
topological spaces. We define their join, Ao * A; to be the set of points toap + hay, 
where a; € A;, t; = 0, and tp + t; = 1. This set is topologized by the strong topology, 
defined by Minor in [4]. Thus we obtain the proper triad (Ao * A1, Ao, A1), where 
Ao is the set of points (1 — t) a @ ta; with t < 1/2 and A, is the similar set of 
points with ¢ => 1/2. Identify the spaces Ao, Ai, and Ap X A, with the subspaces 
of Ap * A, consisting of all points (1 — t) a9 @ ta, with ¢ = 0, t= 1, and ¢ = 1/2 
respectively. Then A; is a deformation retract of Aj and Ao x Ay = 40M Ai. If 
we compose the inclusion Ao x Ai c Aj with the deformation retract A; — A;, we 
obtain the natural projection 2; : Ao x A1 — A; (j = 0,1). 

For our first application of the results of section 1 denote by Sj and Sj two copies 
of the n-sphere S” (n = 1). We identify S?”+1 with its homeomorph Sj * S} and 
obtain the triad (S$2"+1, 8”, S%), where Sj x St = S§.O Si. Pick generators uj; € 
e H”(S") (integer coefficients) and denote by u; the corresponding element in H” (S?) 
(j = 0,1). Then wo * uy is a generator for H2"+1 (S277). 

Consider now the suspension triad (S”, Co, Ci), where S” is obtained from S” x [0,1] 
by identifying {/} X ug to a point aj (7 = 0,1), and where C; is the cone S” x [j, 1/2]. 
Identify 8” with Cp A C1, and S”*? with S”. 
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Let m be a map from Sj x S{ to S”. Then m determines a triad map 
m: (S2n+1, 8%, St) > (S"+1, Oo, C1), 
by 
m(toso @ 181) = (m(so, 81), t1) 


for 8, ES}, ty = 0, and' to + f= 1. : 
Let e; € S?(j = 0,1) be a basepoint and define a map f;: S? — So x ST by 


fo(80) = (80,e1), fx (81) = (€0, 1), 


for sj € S?. Choose a generator wu for H"(S”). We will say that the map m has type 


(p,q) if 
(mofo)*u=puo, (mofi)*u=quy, 


where (m o f;)* denotes the cohomology homomorphism induced by m o f;(j = 0,1). 
Clearly the element wu is primitive (with respect to m); and m has type (p,q) if, and 
only if, 

m*u=pup@1+1@quy. 


Now the Mayer-Vietoris coboundary in the exact sequence for the triad (S”+1, Co, C1) 
becomes simply the suspension isomorphism o : H'(S”") ~ Hr+1(S"+1). Thus ow is 
a generator for H"+1(S"+1), Applying Corollary 1.3 we obtain 


ous ou = (—1)"pq(uo * U1), 
m 


which proves the following classical result, using SrepNRoD‘s definition [6; § 17] of 
the Hopf invariant. 


Theorem 2.1. Let m be a map from S} x S} to S” and let m: S2n+1 -> §n+1 be the 
map obtained from m by the Hopf construction. Suppose that m has type (p,q). Then 
the Hopf invariant of m is + pq. 


For our second example denote by E,(n = 1) the (n + 1)-fold join of a topo- 
logical group G with itself. Define X, to be the orbit space of Ey, with respect to 
the action of G on Ey by right translation (for details, see MILNor [4]). Mi~Nor 
shows that H, is the total space of a principal G-bundle (Ln, G, Xn, pn), whose pro- 
jection py is simply the identification map EL, — Xp. Since the join construction is 
associative we may regard Hy, as En_ * G(n = 1, Eo = G), and hence obtain a triad 
(En, En-1,G) where En A G = En—-1 X@ and where Ey-1 and G are deformation 
retracts respectively of Hy, and G. 

Now Minor [4] shows that X, is in fact homeomorphic to the cone on Hy_1 
attached to Xy_1 by the map pPn-1. That is, we have a triad (Xn, Mn—1, Cn-1) 
(n = 1), where Cy_; is the cone on En-1, M,-1 is the mapping cylinder of py_1 and 


Xn aa Mn-1 U Cn-1, En-1 = My-1 a) Cn-1 : 
Furthermore, X,-, is a deformation retract of M n-1 and py is in fact a triad map 
(En, En-1 5) G) as (ons NRE ay Cn-1) 


such that py» | Ena = Pn-1. We set mp1 = Pn| Eni KC Ea Ge Hy eaathar 
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_ example, ifm = 1 then mo is the map from @ x G@ to @ given by 
mo (x, y) = xyt (x, yeE@). 


Take cohomology groups with coefficients in some fixed ring R and let wy, ue, 


.-+, Un €H*(G). Then by iteration of the coboundary A we obtain an element 
ote * Un € H*(Eyn-}). 


Lemma 2.2. Suppose that u1, Uz, ..., Un are primitive elements (with respect to the 
product in G). Then uy * +++ * Un is primitive with respect to the map mn-t. 


The proof is not difficult but involves some computation. We omit the details. 
Since the identity element, e, of G acts as the identity transformation on Ly_1, 
we see that the composition 


t Mn-1 
En — En-1 X G > En-1 


is the identity map, where i(x) = (x, e). Thus if we H*(H£y_1) is primitive with 
respect to mp1, its projection on Hy; is simply?) w. 

We will say that an element «¢ H*(G) is n-transgressive (n = 1) if it is transgressive 
with respect to the map py, — that is, in the usual fibre bundle sense, x is trans- 
gressive in the bundle (H,, Xn, G). 

Denote by uni the Mayer-Vietoris coboundary for the triad (Xn, Mn—1, Cn-1). 
Thus, “n—-1: H"(EBn-1) > H"+1(Xn) (r = 0). Applying Corollary 1.2 and Lemma 2.2 
we obtain 


Theorem 2.3. Let uy, u2,...,Un€ H*(G) be primitive elements (n = 1). Let 
x € HY(G) be an n-transgressive element and let we HP+1(Xn) represent its trans- 
gression. Then, 


De ni (Ua #8 Fn) = 0, prw=0, pfn-1(u1*+* * Un) w=), 
and 


Mina (Wy * 4+ ¥ tin) w = (— 1) ++ ¥ hy 2 mod p* HP+AH(Xy), 


Dn 

where 

gq = (n—1) +> dim ua. 
a 


Using Corollary 1.4 we show 


Theorem 2.4. Let wi, w2,..., Unti © H* (G) be elements which are (n + 1)-transgres- 
sive (n = 1) and let wi, we, ... , Wn41 © H* (Xn+1) represent their respective transgres- 
sions. Then, 

fon (Uy * 00 * Ung) = E W1~ W2~ 7 Wasi 


Consider first the case n = 1. Then X 1 is homeomorphic to the suspension of G 
and jo is simply the suspension isomorphism o. Moreover one may show that*) 


k* Wi = oO (w1) > 


3) For the remainder of this section we make the identifications H*(Hy-1) ~ H*(En-1), 
H *(@) ~~ H*(G), where the isomorphisms are induced by the canonical deformation retracts. 

4) The proof is essentially that given by Jamus-THomas for Equation 1.2, On homotopy- 
commutativity, Ann. of Math., IT. Ser. (1962). 
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where k* is induced by the inclusion X;c Xg. By exactness p*k*w , = 0 and there! 
fore (see section 1) uw; is primitive with respect to p;. On the other hand by naturality 
ug is 1-transgressive and k* wz represents its transgression. Since X is homeomorphic 
to the cone on EF attached to X; by p1, we see that Theorem 2.4 (for the case n = 1) 
follows at once from Corollary 1.4 (b). The proof of the Theorem for an arbitrary 
integer is now a simple matter of induction. We leave the details to the reader. 

Recall that the limit of the spaces X,, X,,, is a classifying space for G. RoTHEN- 
BERG [5] has used Theorem 2.4 to describe the cohomology ring H* (Xj), in the case 
that the coefficient domain is a field and H*(G) is an exterior algebra. His result, 
roughly speaking, is that H*(X,) is then the direct sum of a truncated polynomial 
ring with an ideal which has trivial multiplication. In particular he obtains a new 
proof of Theorem (19.1) of [2], by Boren. 


3. A relative product. Let (X; Xo, X1) and (Y; Yo, Yi) be arbitrary proper triads 
and g a triad map. Take coefficients in some fixed ring R and suppose that 


yoEC HPt1(Y, Yo) and y,¢H41(Y, ¥4) 


are elements such that yp ~ y; = 0 (in HPt4a+2(Y, Yo U Yj)) and g*y = 0, for i= 0 
or 1. We then have a relative functional cup-product 


yor V1 e Hptaqr+l (Xe Xo U X}1) mod L(g, Yo; Y1) 4 
g : 
where 


L(g, yo. y1) = g* HPV; YoU Vi) + gi yo ~ H4(X, X1) + H?(X, Xo)~giF yr. 


Taking Xp = X; = Yo = Yi = @, the empty set, we obtain the (absolute) func- 
tional cup-product described in section 1. SrEENROD‘s original definition of these 
operations was done in an invariant manner, using the mapping cylinder technique. 
For our purpose it is more convenient to give cochain definitions, based on the 
singular cohomology theory. Let y; be a cocycle representation for y; (j bt Bh 
Since gf y; = 0, for + = 0 or 1, there is a cochain aj ¢ C*(X, X;) such that da; = 

a = gF yi, where 6 denotes the cochain coboundary and gFi is the cochain homomorphism 
determined by gi. Let C*(Y; Yo, Yi) denote the subgroup of C*(Y) consisting of 
those cochains which vanish both on C,, (Yo) and Cx (¥1). Since yo ~ y1 = 0, there 
is a cochain 6 € CP+a+1(Y; Yo, Yj) such that 6b = yo ~ y. Define 


3.1) wo= 9% b— ar gi in (if i=0), 


wr gh b+ (—l)tgty,—a, (ifs =1), 
where p = dim ap. One readily verifies that w; is a cocycle, and STEENROD shows 
[6; § 16] that the cohomology class of w; is a representative for Yo ~ 1. Notice that if 


g 
95 Yo = Fr y¥1 = O, then wo and wy are cohomologous so that the symmetric notation 
Yo Ae is well defined. 


Suppose now that (X; Xo, X1) and (Y; Yo, Y;) are the proper triads considered in 
section 1. Thus, X = Xp U X1, Y= You Y,. Denote by / the inclusion (X, Sayre 
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c(X; Xo, X1) and by 1;(j = 0,1) the inclusion (X, @) c (X, X;). We then have the 
composite maps h = g ol, hy = gj ol; (j = 0,1): 


l 
(X, 8}a)c(X, Xo, Xi) (¥; Yo, Yu), 
= yj me 
(X, @) Cc (X, X;) +(Y, sae 
Suppose that 29 ¢ H?+1(Y,Yo) and 21 € H4+1(Y,Y;) are elements such that hee 0 


* for? = 0 orl. Since Yo UY, =Y we have zp ~ z; = 0, and therefore the functional 
cup-product 


20 = 21 € Hpt+at1(X) mod L(h, 20, 21) 


is defined. Let z; be a cocycle representing z; (7 = 0,1). Since hf z; = 0 for i = 0 or 1, 
there is a cochain c; € C*(X) such that dc; = hi 25. Since zp ~ 21 = 0 there is a cochain 
be Crra1(¥; Yo, Yi) such that 6b = z ~ 21. Now b may be regarded as a cochain in 
C*(Y,Y;) for j = 0,1. Furthermore, the cup-product of the absolute cochain c; with 


the relative cochain git 1-4 is again a relative cochain — in fact an element of 
Crp+a+1(X, X,_;). Thus if we define 


v1 = gb — cor gta (if i =0), 


(3.2) 

vo =gtbh+(—lrgtmva (ifi=1), 
we obtain a cochain v1_; € CP+9+1(X, X14) (t= 0 or 1). Since ht = gi 0 iF (j= 0,1) 
it is clear that FF vi is a cocycle which represents 2 ms 21. Thus 

Oe él#, V4 = it, Ov1-4 3 
But tt, is a monomorphism, since C* (X, X 1-4) is simply a subgroup of C*(X). There- 
fore, v1-; is a cocycle. We define 
(3.3) zo. 021 = {01-4} HP+at1(X, X14) mod Lg, 20,21), 

g 

where Lg, 20, 21) denotes the subgroup H*(X) ~ gfz1, if i= 0, and the subgroup 
922 ~ H*(X) if i= 1. Thus we have proved 


Lemma 3.4. Let 29 ¢ H?+1(Y, Yo), 21¢ Ht (Y, Y3) be elements such that hz = 0 
for i = 0 or 1. Then there is a cohomology class 


29 021 € HP+att(X, X14) mod L(g, zo, 21) 
such that : 


it, (29 0 21) = 20 res e Hpta+1(X) mod L(h, 20, 21). 
g D 


By the naturality of the functional cup-product we obtain 


Corollary 3.5. 


I, (20 021) = nf 20 Wnt a € HP (X) mod L(g, nf 20, nF), 
g 


where n* is induced by the inclusion Y c(Y, Y;) (9 = 9,1). 


« 
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Let a; € H?(X;) (i = 0 or 1) bea transgressive element and choose x ¢ H?+1(Y, ¥. i) 
such that g*z; = 6¢a; € HP*1(X, X;). Let 21-4 bean arbitrary element in H@+1(Y, Y;_4). 
Then zp ~ 21 = 0, since Yo U Y; = Y. Furthermore, h*z; = 0, by naturality. Thus 
we can define the class zo 0 2; € HP+at1(X, X14) mod L(g, zo, 21). We show 

g 
Lemma 3.6. Ai, 
ki (20 071) = — (wo ~ kit gitz#) mod mf H?(X)~ kt gta: (if i= 0), 
9 
kg (zo 021) = (—1)? (ks g8'z0 ~ a1) mod ki giz ~ mf Hs(X) (ifi=1). 
g 
Here k* is induced by the inclusion (X1-;, A) c (X, X;) and m} by the inclusion 
Xj; c X (j = 0,1). Consider first the case i = 0. Let x €Z?(Xo) be a cocycle re- 
presentative for x9. Extend 2 to a cochain xo defind on all of X; zp ¢ C?(X). Then 
6x9 is a cocycle representing doo. Since gz) = 50%, there is a cochain eg € CP (X, Xo) 
‘such that 
of zo — 6% = de, 
where z; is a cocycle representing z; (7 = 0,1). Thus zp + eo is a cochain in C” (X) such 
that 6 (a + eo) = hitzo. Choose 6 € CP+4+1(Y;¥o;¥1) such that 66 = zo ~ 21. Then 
by (3.2), we can define a representative cocycle for z9 0 21 by 
g 
v1 = git b — (% + e) ~ gta. 
Denote by ki the cochain map induced by ky. Then, 
Ki gb = 0 = KE (eo ~ gf a1), 


since gib and e9 ~ git z1 vanish on C,, (Xo). Furthermore 


ki (Zo ~ gt 21) = (mit to — k# g# 21) = (%oW k# gi Z,) : 


1 
since 2 was defined to be the extension of xy to all of X. Therefore, 
ki vy = — (%p~ ki 9 21), 
and passing to cohomology classes we obtain 
kt {01} = — (a9 — ky gf 21), 


as was asserted. The indeterminancy arises from the equation kt (H?(X) ~ g*z1) = 
= mo H?(X) ~ k* g* 2, , by the naturality of the cup-product. 
The proof for the case i = 1 is just the same and is left to the reader. 


4, Proof of Theorem 1.1. We continue with the notation of section 1; that is, with 
proper triads (X; Xo, Xi), (Y; Yo, Y,), a triad map g, and 


A == UXG) Cue Vay Ko 7. f= glA. 


Consider the following sequence of homomorphisms (j = 0,1): 


* 


55 ‘ 
(4.1) Ht (A) => Hrd ga) <! yrst(x, X))—> Hr (xa 


Oe ee ee ee 
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Here 6; is the coboundary and ki, i are induced by inclusions. Since (X; Xo, Xj) is a 
proper triad, k¥ is an isomorphism for all r > 0 and j = 0,1. Define Ay (j = 0,1) to be 
the composition i"! o };. Thus, Ay: H(A) > Hr+1(X, Xj). Then the composition 
Aj = If 0 dj is simply a Mayer-Vietoris coboundary [3], with do + 4; = 0. The 
operator A, used in sections 1 and 2, we define to be A). 

Now let »; be the counterpart, for the triad (Y; Yo, Yi), of the map dj. Since g is a 
triad map we obtain a commutative diagram (j = 0,1): 


Hr (A) > Hr+1(X, Xj) 


(4.2) f+ t o* 


ELEC) eee Kis yy 
We use this to show 


Theorem 4.3. Let x; ¢ H?(X;) (i = 0 or 1) be a transgressive element and choose 
zi © HP+1(Y, Y;) such that 9 2 = O;a;. Let v e H4(B) be an element such that 


[ee Dirty gt as 
a 


where vq € H* (Xo), v,€ H*(X1) and aj* ws induced by the inclusion A c Xj (j = 0,1). 
Then 
hacen) Pee = 0. 
and mx 
290910 = (—1)P+1 D Ay (af (aor Va) ~ aH rg) mod Lg, 2%, 01%) (if 4 = 0), 
g a 


vo oz = (—1)t > Ao (ah va mF (v4 ~ 21) mod L(g, v9, 21) CR) 
g a 


Again we do only the case i = 0. By Lemma 3.6 and 4.2 and the definition of A, we 
have . 
ki (z0°710) = —(xo~ kf gf 110) = —(to~ Af Aif*v) = 
g 


= — (xo 61 f*v) mod my HP (X) — kt gf 21. 


| By (3.3) of [6], 


xo ~ (61 f* v) = (— 1)? 1 (m9 %0~ f* 0). 
Therefore, 


/ 


kf (290710) = (—1)?*1 > d1(a (xo~ Va) ~ Ti UG 
g a 


Be 


Applying kf to both sides of this and recalling that A, = ooies we) 61, we obtain the 
desired result. The proof for the case i = | is entirely similar, except that we now use 


(3.2) of [6]. 
To prove Theorem 1.1 define w; = ne z. Then wu; is a representative for the trans- 
gression of x;. Furthermore, n; 40 = Ajv. Thus, by Corollary 3.5 we obtain 


i (20.0 ¥10) = wow Av (if ¢ = 0), 

g 

ips (vo v 0 21) = Agv—wi (iit I) 
g 


Applying U*_; to both sides of (4.3) we then obtain the desired result. 
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5. Appendix. Both the examples given in section 2 may be subsumed under a more 
general construction. Let H, F, B and X be topological spaces and m and p be maps 
as below: 


m op 
ExF->B->X. 
We will say that p is stable with respect to m, if, for all e e E, 
p(m(e, fi)) = p(m(e, fe)) (A, fee). 


We consider the join triad (Z * F, E, F) and the triad (X;, My, CB) where X, is the 
cone on B attached to X by p, CB is the cone on B and M, is the mapping cylinder 
of p (see § 2 of [1]). One has 


Xe OE, == Mp IN Oe 
If p is stable, then m extends to a triad map 
m : (EB * F, B, F) > (X1, Mp, OB). 


In particular if X is a point, then Xj is the suspension of B and m is the map obtained 
from m by the Hopf construction. This was the case in our first example in section 2, 
with H = So, F = St, and B = 8”, In the second example H = B= E,_1, F = G, 
X = Xn-1, X1 = Xn, M = Mp1, p = Pn-1,and m = Pn- It is clear that the results 
of section 1 may be applied to the cohomology groups of the spaces in this more 
general construction. In a forthcoming note with W. BrowpER Corollary 1.4 is 
applied to compute the mod 2 cohomology ring for the “projective plane” associated 
with an H-space. 
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Uber das cap- und slant-Produkt spektraler Sequenzen I 


Von 


‘ Rouir KuirzE*) 


1. Mit Hilfe der komplexen Vektorraumbiindel iiber endlichen C W-Komplexen 
haben Ariyan und Hrrzesrucu [1] eine periodische Cohomologietheorie ohne Di- 
mensionsaxiom (A*-Theorie) konstruiert, die via Chern-Charakter und eine spektrale 
Sequenz H* in enger Beziehung zur singuliren Cohomologietheorie steht. Unter Be- 
nutzung der SPANTER-WHITEHEADschen S-Dualitit von endlichen C W-Komplexen 
[6] kann man eine zur K*-Theorie duale Homologietheorie ohne Dimensionsaxiom 
(K,.-Theorie) erklaren, der eine spektrale Sequenz FH}, zugeordnet wird. Die beiden 
Terme E¥ und H%, besitzen die folgende Eigenschaft: 


Bs (X) = H*(X,Z); B2(X)~H, (X,Z). 

Das Hauptresultat dieser Note besagt, daBS cap- und slant-Produkt jeweils ein 
Produkt der spektralen Sequenzen H* und EH, induzieren. Die vorliegende Arbeit 
enthalt keine Beweise. Eine ausfiihrlichere Darstellung soll an anderer Stelle er- 
scheinen. 


2. Im folgenden betrachten wir stets topologische Raume mit Basispunkt. Ist X 
ein U' W-Komplex [8], so sei der Basispunkt stets eine O-Zelle. Unter einer Abbildung 
f: X +Y zweier topologischer Raume verstehen wir eine stetige Abbildung mit 
f (xo) = Yo, Wenn Zp und yp die Basispunkte von X und Y bezeichnen. Ist H (x, t) eine 
Homotopie der beiden Abbildungen fo, f1: X — Y, so gelte stets H (xo, t) = yo. 
[X, Y] sei die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen von X in Y. [f] be- 
zeichne die Homotopieklasse von f: X — Y. Ist A c X ein Teilraum von X mit ap = 
= x0 € A, so sei X/A der Raum, der aus X entsteht, wenn alle Punkte von A mit- 
einander identifiziert werden. X/A trage stets die Identifikationstopologie. X+ = X/@ 
sei die topologische Summe von X und einem Punkt, den man als Basispunkt aus- 
wahlt. 

Unter der Einhdngung SX des topologischen Raumes X versteht man den Raum 


SX at Mead HG OPUS VC gals 


Ist f: X > Y, so ist die Einhangung Sf: SX —SY definiert durch Sf(x, s) = 
= (f(a), s). Die Einhangungen homotoper Abbildungen sind wieder homotop. Fiir 


+) Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn Dr. Artyan und Herrn Prof. Hrrzmprucs fir ihre 
Ratschliige und Hinweise zu danken. Mein Dank gilt ferner der Deutschen Forschungsgemeinschaft, 
die mir die Durchfiihrung dieser Arbeit ermdéglicht hat. 
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n > 1 definiert man induktiv S".X = S(S"-1X). Daher hat man eine Folge von Ab- 


bildungen : 
[Xv Y 1 sky [SAGA Pes Lee ae A ooeennee 


Fiir n > 2 bildet die Homotopiemenge [S" X, S” Y] eine abelsche Gruppe, die Addi- 
tion ist durch die ,,track-addition [2] definiert. AuBerdem sind die Abbildungen 
S:[Sux, Sv VY] — [Sn+1X, Se+1 Y] fiir » = 2 Homomorphismen. Dann sei 


{X, Y} = lim [S"X, $Y]. 
> 


Die Elemente von {X, Y} heif®en S-Abbildungen. Ferner hat man eine bilineare Ab- 


bild 
ai {Y,Z} @ {X, Vj > {X, Z}.. 


Die Kategorie, deren Objekte topologische Réume und deren Abbildungen S-Ab- 
bildungen sind, heiBt S-Kategorie. 

Sind X und Y topologische Raéume, so sei X v Y der Teilraum X x yo U ap x Y 
des topologischen Produkts X x Y. Ferner definieren wir X # Y= X x Y/XvY. 
Offensichtlich hat man SX = X # 81. 

Das slant-Produkt ist von verschiedenen Autoren untersucht worden (vgl. z. B. [5]). 
Man kann es auffassen als eine Operation 


Hn(X #Y) @ Ay(X) > H"-4(Y). 


Ist ae Hn (X # Y) und be Hy (X), so bezeichnen wir mit a/b das slant-Produkt von a 
und 0. . 


3. Nach SpANIER-WHITEHEAD [6] kann man jedem endlichen CW-Komplex X 
einen dualen CW-Komplex X’ zuordnen. u sei eine stetige Abbildung wu: X’# X > 
> S" und s” « H"(8") repriisentiere die Orientierung von S$”. Dann definiert die Ab- 
bildung a 

yu(d) = u*(s")/b (be Hy(X’)) 


einen Homomorphismus yy, : H q(X’) > Hn-a (X). Ist wy ein Isomorphismus, so 
heiBt X’ n-Dual von X und wu: X' # X +S” eine Dualitétsabbildung. Man kann 
zeigen, daB jeder endliche C W-Komplex fiir geniigend groBes n einen n-Dual besitzt. 
In [6] wird die S-Dualitat nur fiir zusammenhangende O W-Komplexe behandelt. Auf 
die Zusammenhangsbedingung kann jedoch verzichtet werden. 

Sind X, X’, Y, Y’ endliche CW-Komplexe und w: X’# X > Stu: Y'RY = 8 
Dualitatsabbildungen, so existiert nach [6] Theorem 5.9 ein Isomorphismus 


Dy (Une TY ee X’}. 


4. & bezeichne die Kategorie der endlichen C W -Komplexe und Zellenabbildungen. 
ATIyAH-HirzEBRuCH [1] haben auf 8 eine Cohomologietheorie ohne Dimensions- 
axiom wie folgt konstruiert: Ist X ¢ %, so sei G(X) die freie abelsche Gruppe, die 
durch die Isomorphieklassen [£] von komplexen Vektorraumbiindeln € iiber X erzeugt 
wird. Q(X) sei diejenige Untergruppe von G(X), die durch die Elemente [é] — [44] — 
— [&2] (§ = &1 © &2) erzeugt wird. Dann sei K(X) = @(X)/Q(X). Als induzierte Ab- 
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bildungen /': K(Y) > K(X) (f: X + Y) wahlt man die natiirlichen Ringhomo- 
morphismen, die durch das Liften von Biindeln gegeben sind. Die Einbettung 
to: 9 > X induziert einen Ringhomomorphismus i! : K(X) —> K (xo). Wir setzen 
_ K(X) = (i')-1 (0). Weiter definiert man fiir alle g = 0 die Gruppen 


~ 


K-4(X, A) = K(S8a(X/A)) (4, Xe 8). 


_ Unter Verwendung von Resultaten von Purr [4] kann man fiir die Gruppen 
f K~4@(X, A) in den negativen Dimensionen eine exakte Cohomologiesequenz angeben. 
Ferner ergibt sich aus Resultaten von Bort iiber Periodizitatseigenschaften von 
ZX By (Bu der klassifizierende Raum der unendlichen unitaéren Gruppe U) die 
_ Existenz eines Isomorphismus 

: 


B: K-a(X, A) > K-2-2(X, A), 


‘ der mit stetigen Abbildungen und dem Corandoperator 6 der oben erwahnten Co- 
homologiesequenz vertauschbar ist. Daher kann man definieren: K(X, A) = 
= K°(X, A) (q gerade) und. K2(X, A) = K-1(X, A) (q¢ ungerade) (¢ = 0, +1,...) 
und erhalt auf diese Weise fiir alle g eine Cohomologietheorie ohne Dimensionsaxiom 
mit der Periode 2. \ 

Zu jedem endlichen CW-Komplex X wahlen wir nun einen festen n-Dual X’ und 
eine feste Dualitatsabbildung uw: X'# X +S” (n hangt dabei noch von X ab) und 
definieren nach einem Vorschlag von ATIYAH 


K(X) = K*-4(X"); K(X, A)= Ky(X/A) (4, X, XB); 


Wie man leicht zeigt, ist K q(X) bis auf Isomorphie von der Wahl von wu: X'# XS” 
unabhangig. Ist f: X + Y eine Zellenabbildung von X in Y, so erkliren wir die in- 
duzierte Abbildung /;: Ka eX > K,(Y) in folgender Weise: uw: X'’# X > 8”, 
v:Y’#Y +S” seien zwei Dualitatsabbildungen und « = Dy (u, v) {f}. Dann wird f, 
so definiert, daB das Diagramm 


¥ rahe 
Kq(X) —> K,(Y) 


| I | \ 


are SVs ie (te) 
kommutativ ist. f; ist von der Wahl von uw und v unabhangig. Mit Hilfe des Abbildungs- 
kegels O; der Injektion i: A c X kann man in bekannter Weise den Randoperator 


erkliren. Das System der drei Funktionen K,(X, A), f, und d erfiillt die Axiome 1—6 
von EILENBERG-STEENROD [3] fiir eine Homologietheorie. 


5. Arryan-H1rzeBrucu beweisen in [1] § 2 die Existenz einer spektralen Sequenz 
E* (X) mit den folgenden Eigenschaften: Ist X € 8, so gilt 


EP (X) =~ CP (X, Z), HS (X) = H?(X,Z), 
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und d, ist der gewohnliche Corandoperator. Analog zeigt man unter Benutzung der 
Gruppen K,(X, A): Es sei X eB und K? (X) = Bild {K, (X”) > K, (X)}. Dann: 
existiert eine spektrale Sequenz /,,(X) mit den Eigenschaften : 


Eh (X) =~ Hy(X?, XP-1,Z), H2(X)~ Hy(X,Z), Hy (X) = K4(X)/K¥*(X), d& =0) 


fiir gerades r. Ist H_(X, Z) = 0 fiir ungerade q oder ist H, (X, Z) frei abelsch, so ist. 
die spektrale Sequenz LH’, (X) trivial. 

Als Vorbereitung fiir einen Dualititssatz fiir spektrale Sequenzen bendtigen wir’ 
einige Begriffe aus der Theorie der C W-Verbiinde [6] § 7, [7]. Ist X € B, so heiBt ein. 
Verband Y& von Unterkomplexen von X C W-Verband, wenn alle Elemente von 2 den 
Basispunkt a € X enthalten und wenn gilt ao, X € 2. WU’ seiein C W-Verband auf X’ 
und a: %—> W ein Antiisomorphismus von YL auf YL’. Ferner setzen wir 

-H(a) =| Jad #4. 
Aew 
Dann induziert 


u:X'# X/H(a) +8", 
wie man leicht sieht, eine Abbildung 
WA, A, ; aA,/aAge # Ag/Ay —> Sn (Ay CAs, A,, Ase 20) 2 


(w, a) heiBt Dualitatsabbildung, wenn w,_ 4, fiir jedes Paar A; Cc Ay eine Dualitats- 
abbildung im tiblichen Sinne ist (vgl. Abschnitt 3). Mit 2(X, 29) bezeichnen wir den 
CW-Verband, der aus allen Unterkomplexen A 3 x von X besteht. X* heiBt kom- 
binatorischer n-Dual von X, wenn die Verbinde %(X, wo) und A(X*, x*) im obigen 
Sinne n-dual sind. Jeder endliche C W-Komplex besitzt fiir geniigend groBes n einen 
kombinatorischen »-Dual. 

Durch eine geringfiigige Modifikation der spektralen Sequenzen H* und #’, kann 
man erreichen, daB die Terme fiir r = 2 zu den reduzierten Cohomologie- bzw. Homo- 
logiegruppen isomorph sind. Diese ,,reduzierten“ spektralen Sequenzen, mit denen 
wir es im folgenden ausschlieBlich zu tun haben, bezeichnen wir wieder mit H* und Ea 


Satz 1. Ist X* kombinatorischer n-Dual von X, so existiert ein I somorphismus 
Wy : Ei, (X) > EP? (X*), 

so dap das Diagramm : 

. sf : 

ENC Vad, CY) 


wr! jor 
Er? Cx * > Er ( Y *) 
Dyp(u,r) {f}* 


fiir jede Zellenabbildung f : X —- Y kommutativ ist. 


4 a) . . . 
Unter Verwendung von Satz 1 und [1] 2.3 kann man nun die Homologieoperation 
d:, niher charakterisieren. Dazu sei 


Sq? ‘ Hy (X, Z2) =e pee (Xx, Zz) 
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die Transponierte von Sq2, 0,, der BocksretNhomomorphismus 
und ¢ der Koeffizientenhomomorphismus 


C: Hy(X, Z) > Hy(X, Ze). 
Dann gilt 


Satz 2. d%. ist die stabile Homologieoperation 
d3 = 0, oSq2ol. 


6. Durch Benutzung des Borr-Isomorphismus f : K-¢(X, A) > K-%-2(X, A) (vgl. 
Abschnitt 4) ist es méglich, ein Produkt 


Ay: BP (X) @ Ei(X) > Ef_,(X) 


zu erkliren, das u.a. durch das Tensorprodukt von Vektorraumbiindein definiert 
— wird. O,+1 wird durch Q, induziert. Durch Ausnutzung der Eigenschaften kombina- 
 torischer Duale laiBt sich zeigen, daB Ag gerade mit dem reduzierten cap-Produkt 
_ tbereinstimmt. Daher ergibt sich 


Satz 3. Das reduzierte cap-Produkt definiert fiir alle r = 2 ein Produkt 


Fi EP (X) © Ej (X) > Eq_»(X). 
Ahnlich beweist man: 


Satz 4. Das slant-Produkt definiert fiir alle r = 2 ein Produkt 
BP (X #Y) @ E(X) > BP4(Y). 
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Axiomatische Charakterisierung der singuliiren Homologietheorie 


Von 


FRIEDRICH-WILHELM BAUER 


In dieser Arbeit beweisen wir einen sehr allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeits- 
satz, der insbesondere zu einer Charakterisierung der singularen Homologietheorie 
fithrt. 

Unter einer Kategorie K verstehen wir im folgenden eine Kategorie (im Sinne 
von [1]) von topologischen Raéumen und stetigen Abbildungen, fiir die zusatzlich 
gilt: 

K 1) Ist f: X + Y, fe K, so ist auch der Abbildungszylinder von f aus K. 

K 2) Sind X;,, X2¢K und ist X = X, U Xe die topologische Summe von X, und 
X2, so ist auch X € K. Umgekehrt gehért mit X auch jede Komponente von X 
zu K. Ist X € K und xe€X, so ist auch we K. 

K 3) Sind X,¥1,Y¥2¢K, Y1,¥2c X, Yi AN Y2= @ und gibt es in K eine Aqui- 
valenz h: Y; — Y2, so ist auch X/h e K. Unter X/h verstehen wir den Raum X, 
nachdem man jedes y; € Y; mit hy; € Yo identifiziert hat. 

K 4) Ist fg: Xi > Z, 1 = 1, 2, fr e K, so ist das von fy, fe eindeutig bestimmte f: 
X,U X2-—>Z auch aus K. Ist in K 3) f: X +Z eine derartige Abbildung, 
die auf Y; U Y2 mit h vertraglich ist, so ist auch die (eindeutig bestimmte) 
Abbildung f’ : X/h + Z, die durch f definiert ist, aus K. 


Beispiel. Die geradlinigen, endlich-dimensionalen kompakten Polyeder in einem 
unendlich-dimensionalen linearen Raum bilden eine Kategorie, wenn man als Ab- 
bildungen simpliziale Abbildungen (beziiglich irgend einer geradlinigen Triangulation) 
nimmt. 

Unter einer absoluten Homologietheorie @ auf K verstehen wir eine Menge von 
Funktoren {Hy} (n = 0,1, 2,...) von K in die Kategorie der G-Moduln (fiir festes 
abelsches G'), so daB gilt: 


B1) Sind f,geK, f ~ g (dh. ,,f ist homotop zu g‘‘), so ist 
Hy (f) = Hn(g) 


(im folgenden werden wir einfach H,(f) = fx schreiben, was der iiblichen 
Terminologie entspricht), 


8 2) Ist «eK ein Punkt, so ist 


Hy (2) SO, n>. 
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% 3) Sind X,, Xo € K, so liefern die Inklusionen iy: Xy > X1U Xe (j = 1, 2) eine 
direkte Zerlegung: 
Hn (X) = Hy(X1) + Hy (Xe) 


fiir alle n, wobei X; U Xo die topologische Summe ist. 
Wichtig fiir das folgende ist noch die Definition eines Homomorphismus 


g:8>B 


fiir zwei Homologietheorien 8 und BW. 
Ein solcher Homomorphismus ist eine Menge 


p= {p(n, X)}, n=0,1,2,..., Xek, 
von homomorphen Abbildungen (d. h. von G-Homomorphismen), fiir welche gilt: 


H 1) Ks ist 
yp: H? (X) > H3(X). 


H 2) Sei f: X — Y, fe kK, so ist 


Plas = flaw - 
Seien J und K zwei Kategorien; es soll L © K heiBen, wenn: 
Cite Saks 
(2) zu jedem f:X—~Y, X,YeL, fe K, ein zu f homotopes g: X > Y, g EL, exi- 
stiert. 


Offenbar ist diese Bedingung eine Art verallgemeinerter ,,simplizialer Approxima- 
tion‘. Ist z. B. Z die Kategorie der Polyeder und K die Kategorie aller topologischen 
Raume, so ist DE K. 

Sei 8 eine Homologietheorie auf L. Von einer Homologietheorie B auf K sagen 


wir, sie sei ,,extremal beziiglich S$‘, wenn die beiden Bedingungen erfiillt sind: 


M 1) Ks ist GV = 8 auf L. 


M 2) Zu jedem €¢ H3(X), XeEK, gibt es ein n¢ H,(Y), Ye L, sowie eine stetige 
Abbildung fe K, f: ¥Y > X, so dab 


fay =6 
ist. 
M3) Ist Y eine andere, M1), M 2) erfiillende Homologietheorie, so gibt es einen 
Homomorphismus !) 
9:B>B. 


Fiir die Formulierung unseres Eindeutigkeitssatzes empfiehlt es sich, folgende Ver- 


abredung zu treffen: 
Wir identifizieren zwei Homologietheorien B, Y, die beide M 1) und M 2) erfiillen, 


wenn es zwischen ihnen genau einen Isomorphismus gibt 


OF OS. 


1) Wir setzen von allen Homomorphismen voraus, da sie auf ‘$ die Identitat sind. 


29% 
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Das soll also ausfithrlicher heiBen: Sind g, py: 8 — W zwei Isomorphismen, so ist 
Po Fs 
Gerade diese Situation wird némlich fiir unsere Homologietheorie YW eintreten, deren 


Existenz und Eindeutigkeit wir in dem nun folgenden Hauptsatz dieser Arbeit be- 
haupten: 


Satz. Zu vorgegebenem K, L, 8, L © K, gibt es genau eine Homologietheorie IN, die 
extremal beziiglich SB ist. 

Ist 8 die simpliziale Homologietheorie und L die Kategorie der Polyeder (s. obiges 
Beispiel) und K DL beliebig, so ist M die singuldre Homologietheorie auf K. 


Wir werden uns auf den folgenden Seiten dieser Arbeit mit dem Beweis dieses 
Satzes beschaftigen. Man kann in vergréberter Form den obigen Satz auch so aus- 
sprechen: Es gibt genau eine groBte Homologietheorie auf der Kategorie K, die von 
den Elementen in ‘$, welches auf einer Unterkategorie erklart ist, induziert wird. 
Die Tatsache, daB wir hier nur von ,,absoluten‘‘ Homologietheorien sprechen und 
nicht auch von ,,relativen‘‘ (d. h. von solchen, die auf den Paaren (X, Y), X,Y eK, 
X5Y erklart sind), hat keine prinzipiellen Ursachen, sondern liegt daran, daB die 
Beweise etwas langer wiirden, ohne da neue Gesichtspunkte hinzukémen. Verlangt 
man von solchen relativen Homologietheorien sogar die Exaktheit (d. h. die Exakt- 
heit der Homologiesequenz im Sinne von [1]), so darf man feststellen, daB Bedin- 
gung M 3) iiberfliissig wird, weil die Exaktheit sie von selbst liefert. 

Wir wollen auf diesen Punkt aber nicht weiter eingehen, sondern uns im folgenden 
mit absoluten Homologietheorien beschaftigen. 


1. Eindeutigkeitsbeweis. Seien G und T zwei Homologietheorien, die die Forde- 
rungen des Satzes erfiillen. Sei €< ¢ H>(X), X e K. Nach M 2) gibt es ein 7 €H,(Y), 
Y eL, sowie ein f: ¥ > X, fe K, so daB fyon = Cg ist. Nach M1) ist ne H¥(Y) 
und damit auch aus H*(Y), da auch ZT extremal beziiglich $8 ist. Man kann also 

faxn = Cre Hy (X) 
bilden und wir definieren die Abbildung 
9:6 Tf 
durch yf¢ = Cy. 
1.1. Ls ist p von der Auswahl von y unabhingig und ein H omomorphismus. 


Beweis. Es gibt nach M3) fiir S ein 9’: S > &, wir zeigen, daB mw = gq’ ist. 
Ks ist: 


fer P N= P'faens 


wegen M3) ist aber m7 = 7 und nach Voraussetzung 


leon =o. 


G 


Also haben wir 
Pp Co= fern. 


Damit ist aber offenbar 1.1. vollstandig bewiesen. 
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1.2. Seien y, p:S > ZX zwei Homomorphismen, so ist 
Peoria 
Beweis. Genau wie oben sucht man sich zu einem festen Cg ein Paar 7, f und man 
weist nach: 
pos=fxerN, 
ylo=faxn, 


was in gleicher Weise wie oben geschieht. 


Wir werden im folgenden den Index ‘8, S, oder T weglassen, wenn wir uns in 
befinden. 

Wegen M 3) fiir Z gibt es einen Homomorphismus y: I —> G, fiir den ebenfalls 
1.1., 1.2. gilt und wir behaupten: 


1.3. Es ist 
yp: yp = Identitét (von X auf sich) , 


yp: p = Identitat (von S auf sich) . 


Beweis. Offenbar haben wir aus Symmetriegriinden nur die erste Zeile zu be- 
weisen. Sei Cz ¢ H*(X), 7, f, Y ein Tripel zu €y nach M 2). Es ist also 


fer Q = Cx 
und nach Definition 
ylr=—feon=So- 


Offenbar leistet das Tripel 7, f, Y aber auch fiir ¢¢ das Verlangte: Es ist ja 


teen =o 
und 7 € $$, Y eL. Also ist 


Poo=fexrn=Se, 
Gere 


p pls =Cx- 
Durch 1.1.—1.3. ist der Eindeutigkeitsbeweis beendet. 


2. Existenzbeweis. Wir gehen aus von einem X € K und betrachten Paare (vy, /), 
wobei 7€Hn(Y), YeL, ne 8, f: ¥ +X ist. Bisweilen setzen wir Y = |7| (dem 
,» Lrager‘‘ von 7). 

Seien (71, f1), (2, fz) zwei Paare bzgl. X, so setzen wir 


(1, f1) ~ (ne, fe), 
wenn es ein Y3|q1| U|72| gibt (d. h. wenn sich || U |72| in Y einbetten la8t), 
so daB Ye L und 
11471 = tax 42 = 
ist, mit den Inklusionen 
os pall 9 Ue 
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Ferner soll es eine Abbildung f: Y + X, f ¢ K geben, die Fortsetzung von f; ist, d. h. 
fry = fy (J=1, 2). 


Wir werden sogleich beweisen, daB es sich hierbei um eine Aquivalenzrelation handelt. 
Unter einem fy; verstehen wir eine Klasse von aquivalenten Paaren: 


Con = {(, f)}, 
|fm| = X, 
H™(X) = {Em| |Cm| = X}. 


2.1. Hs ist die ,,~‘‘-Beziehung eine Aquivalenzrelation. 


Beweis. 
a) Ks ist 
7 (, f) ~ (nf). 
Beweis. Seien 7’, 7’’ zwei Exemplare von 4 und h: |7’| + |7’’| ein Homéo- 


morphismus. Mit Z bezeichnen wir den Abbildungszylinder von h und mit ¢: | 7'| + Z 
die Inklusion in die Basis des Zylinders. Es ist 


i147 =hyn’ =oe 8B 


und man kann f’, f’’ (die Abbildung / auf den beiden Exemplaren von | |) auf Z fort- 
setzen : 


Fly, t) = (f(y), 0) = (f’h(y’), 1). 
b) Die Symmetrie ist trivial, da von den beiden Paaren keines ausgezeichnet war. 
c) Ist 
(m1, fi) ~ (2, fe), 
(2, fz) ~ (ns, fs). 


so ist 
(71, f1) ~ (ys, fs). 
Beweis. Sei Y’, f’ das Paar, welches die erste und Y , f’’ das Paar, welches die 
zweite Relation im Sinne unserer Definition vermittelt und seien 
t.: || > Y’ (j= NT Sys 
ifs |ye| > Y" (b= 2,3) 
die Inklusionen. 
Wir setzen: 
a Gaw) eye 
nach Identifizierung der beiden Exemplare von |n2| in Y’ und Y’, und haben die 
Inklusionen: 
t1:|q|—>Y (Gel 2 a)e 
y’ : iy Sass ‘Yor 
rv’ : Wey = ‘yon 
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Es ist Y e Z und 


te 1 = Me Te M1 = Me tou 2 = boy NO, 
eae M2 = Mx bom N= Ne Lae N= 34 NB - 
Durch 
fir = if, 
f- y'' as bike 
wird eine Abbildung f: Y — X erklirt, da auf Y’ a Y” = | n2| 
| | |nel = 1" nel = fe 
ist. 
Ist g: X1 > X2, gE K, so erkliren wir 


Jamon = {(,9f)}. 


_ Wir haben nachzuweisen: 


2.2. Ist 


(1; fi) ~ (ne, fe), 
50 ist 


(71, 9f1) ~ (n2,9f2)- 
Beweis. Moge 7, Y, f die obere Aquivalenz herstellen, so stellt offenbar , Y, gf die 
untere Aquivalenz her. 
2.3. Ist g ~ h, so ist Jxsn = hy. Hs ist M 2) trivial. 
Beweis. Es gibt ein F: X, x I> Xo, FE K, mit 
Pig=9, 
TENG vl 


wenn 7, :X,—> X, Xx I die Inklusionen i; (x) = (#, t), OS¢ <1, sind. Ist (y, f) ein 
Paar, so ist auch gf ~ Af mit der Abbildung 


ety pele Xo (OVE Nh 
Hy,t)=F(fy,t), yeY,OStsl. 
Seien 7 : Y -> Y x J die entsprechenden Inklusionen, so ist: 
1047) = 1a] =o. 
Da Y x I € List (nach K 1)), ist auch (oc, #) ein Paar, welches die Aquivalenz 


liefert. 
Seien Cin = {(71, f1)}, Com = {(n2, fa)} zwei Klassen fiir festes X ¢ K. Wir setzen 
Y = |m| U|n2| und 
H = Mx 41 + 12% 125 


456 ¥F.-W. Baver ABEH Mate 
mit den Inklusionen 

iy: |ny| > Y. (ja e)s 
Sei f: Y ~ X durch f : «4; = f; erklart, so definieren wir 

(ni, f1) + (m2, fe) = (9 f) 


{(an, ft iid a{(n, f)} , BE G. 
2.4. Ist (ni, fi) ~ (ni, ht); (2, fe) ~ (a, fs), 80 ist 
(m1, fi) + (ya, fa) ~ (ny, ft) + (ne; fe)- 


Beweis. Es mége o1, h1, bzw. o2, he die erste, bzw. zweite Aquivalenz vermitteln. 
Seien Z = | o1| U | o2| undh: Z + X die Fortsetzung von hy, hz auf Z. Es ist 


(m1, f1) + (ne, fe) ~ (141 + t2e.2,h) ~ (N41, fi) + (ns. fe), 


und 


wenn 
iy: |nj| >Z 
die Inklusionen sind. 
2.5. Die soeben erklirte Addition macht aus H®'(X) eine abelsche Gruppe. 


Beweis. 


a) Ist Oy e H,(Y) das neutrale Element Y ¢ Z und fy: Y + X eine beliebige Ab- 
bildung in K, so ist Ox = {(Oy, fy)}. Man sieht sofort, daB gilt 


(Oy, fy) ~ (Oy’, fr’) 


fiir zwei beliebige derartige Paare. 
Ks ist 


(n, f) + (Oy, fy) ~ (m, f). 
Das Paar, welches die Aquivalenz herstellt, wird wieder durch 
Oo = 147 


gegeben, wobei|o| = |y4 x | U Yundi:|»| > | o| die Inklusion ist. Die Abbildung 
F wird komponentenweise erklirt. 


b) Sei Cm = {(7, f)}, 80 ist —Cyp = {(—C, f)} und 
Cm + (—Sm) = Ox = {(0r, fy)}. 
Beweis. Man geht genauso vor, wie im Beweis von 2.1.a) und findet jetzt 
te + hy(—n) =0, 


wobei 7: || —> Z die Inklusion von | 7 | in die Basis von Z ist. 
c) Ks ist die Addition assoziativ. 


Beweis. Seien (7;, fi), i = 1, 2,3, gegeben. Wir definieren || = Y; und’ 


Lit NC You) Y3 
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mit den Inklusionen: 
’ y:Yj>Z, Gime ls oad: 
Nun ist 


(m1, f1) + (m2, f2)) + (ns, fs) ~ (t1e 1 + ten 2 + i343, -F) ~ 


~ (m1, fi) + ((n2, fa) + (m3, fs)), 
wobei 
TM OG SHE 
die Abbildung ist mit 
Fu; — fy. 


d) Die Kommutativitat ist trivial. 


2.6. Ist g: X + Z, so ist gus ein Homomorphismus. 


Beweis. Sei 
(igs) 4 (72.12), — (9; f)s 
so ist offenbar 

(1, 9f1) + (n2, 9fe) = (7, gf). 


Ferner ist 
Jum(4lm) = 49am(Cm), GEG. 


2.7. Ist X EL, so ist 
, HX) = P(X). 
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Beweis. Ist (7, f/) ein Paar und ist f ~ h, so ist offenbar (7, f) ~ (n, A nach dem- 
selben SchluB iiber | 7| x J, wieim Beweis von 2.3. Seien also (7, f), (7’, f’) zwei Paare, 
die die beiden Elemente Cy, = {(n, f)}, Cm = {(7', f’)} definieren, f,7 = fxn’. Nach 
Voraussetzung kann man zu Abbildungen iibergehen, die zu f, f’ homotop sind und in 
L, liegen; also nehmen wir an, da8 f, f’ € L ist. Wir bilden den Abbildungszylinder 
Z(Z') von f(f’) und C = Z UZ’, nach der Identifizierung von X, welches als ,,Dach“ 


in beiden vorkommt. Da | 7 


> 


te] = i 0 
mit den Inklusionen: 

a: |77| She 

Dk | 77’ 25, 


Es ist also 
(9, f) ~ (7. f) 
und darum 
Cm = Cm- 
Ist.€ e H Be (X), so liefert die Klasse (¢, Identitat) ein Element aus We. 


2.8. a) Seien f,geK, F ; 
Xy1 aaa X 9 a X3, 
s0 ist 

(gfxm = Jembam- 


n' |, X € List, ist nach K 3) auch C ¢ Lund 


Ta 
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b) Ist fe K die Identitat, so ist fxs, = Identitat. 
Beweis. 
a) Es ist 
(g fas (L(ns 2)}) = {(9, 92) = Gan (1h) = Gemfosn t(7, A)} - 
b) Ks ist 
fas {(n, h)} = {(n, fh)} = {(, h)}- 


2.9. Ist xe K ein Punkt, so ist H(z) =0 (n> 0). 
Beweis. Nach 2.7. ist H™ (x) = H* (x), da xeL und darum 
H™ (x)= 0, n>O0. 
2.10. Die Inklusionen i; : X; > X = X, U Xo (j = 1, 2) liefern eine Zerlegung 
Hy (X) = Hy(X1) + Hn(X2). 


Beweis. Sei Cy, ¢ H™(X), Cm = {(m1, f)} ¥= |7|, so nehmen wir das Urbild Y; = 
= f1(f(Y) 0 X1), Yo = fF (f(Y) A Xe) und finden die Abbildungen 


h=f\Vs, 4=1)2, 


sowie die Inklusionen: 
dk ane ka Me 


Es ist Y topologische Summe von Y; und Y2 und daher ist 
1 = Six M1 + jax 22 
nach & 3), mit gewissen 71 € Hn (Yi), n2 € Hn (Y¥e). Also ist 
(, f) = (m1, fi) at (72, fe), 
Com = tiasmoim + toxm om 
mit 
Com = {(nx, fe)}, &=1,2. 


Durch (n, f) ist zunaichst Y,, Y2 und f,, fo eindeutig bestimmt. Wegen & 3) ist da- 
durch aber auch 71, 72 eindeutig bestimmt. Da die Zerlegung durch die Inklusions- 
abbildungen induziert wird, ist aber damit auch die Darstellung von fy; eindeutig be- 
stimmt: Ist (7, f) ~ (7, f’) und 


(n, f) = (71, f1) = (n2, f2), 
(1' f) = (my) + (ng, fa); 
ist ferner (o, F) das Paar, welches diese Aquivalenz liefert, so ist auch 
(o, F) = (01, Fi) + (02, Fe). 
Ks liefert dann das Paar (o;, F;) eine Aquivalenz zwischen (nj, f;) und (1;, f;) 


2.11. Ist X irgend eine M1) und M 2) erfiillende Homologietheorie, so gibt es ein 
op: M+ ws. 


/ 
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Beweis. Sei Cm = {(7, f)} © M, so setzen wir ply = far. 
a) Ist (, f) ~ (n',f'), so ist fern = fyxr. 
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es ein (o, g), | | > | |, |’ |, so daB 


tnx ] = tn’x 1)! = 6 


mit den Inklusionen 7, : |7| — | o|, iy: |7’| + |o| ist, auBerdem gibt es eine Fort-_ 
setzung F von f, f’ auf |o|, F:|o| > X(= |Cqy|). Es ist 


fer = Faxing = Fyxo, 
feat = Fectnval Silas. 
b) Ist g: X1 > Xo, so ist 
PIxm = IxrP- 
Beweis. Es ist 
: PIJamomn = P17, 9f)} = Garber» 
Jax VSx =IJutilurN- 
ce) Es ist 
(«lim + Blom) = %p(Cim) + BY (Comm) - 
| Beweis. Sei Cig, = {(71, f1)}, Com = {(m2; f2)}, 80 ist 
, a Cig + Blom = (at1% 41 + Bren Ne, Lf), 
~ wobei 
43: |m| >|m| VY |n2| 
die Inklusionen und 
| F:|m| U|n2| >, 
X = |Cim| = | Com| 


die Fortsetzung von f1, f2 ist. 
Hs ist nun: 


\ 


p(alim + Blom) = Fax(%tix yi + Biex y2) = % fax + Bhexr na, 
ap (Cim) + BY (Com) = Xfixx i + Bhearne- 


Damit ist aber 2.11. vollstandig bewiesen. 


3. Isomorphie von J mit der singuliren Homologietheorie S. Beziiglich der De- 
finition der singuliren Homologietheorie S verweisen wir auf [1]. Beziiglich der Kigen- 
schaften des singuliren Komplexes S(X) eines topologischen Raumes und seiner 
Realisierung R(X) verweisen wir auf [2]. Dort finden sich auch weitere Literatur- 


hinweise. 
3.1. Es erfillt SG B 1) — B 3) sowie M1). 
Beweis. 8. [1]. 
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3.2. Es gilt fiir © M 2). 


Beweis. Sei X ein topologischer Raum und 
N 
Zn = > a (oF, fr) 
i=1 


ein singulirer Zyklus auf X. Wir konstruieren ein endliches Polyeder Pc R(X), 
indem wir alle Simplexe o/’ in R(X) aufsuchen, die den singuléren Simplexen (o7", f;) 
entsprechen. Es besteht P aus diesen Simplexen und seinen Randern. Die Kette 


ist ein Zyklus auf P und es gibt eine Abbildung f: P — X, die gerade die einzelnen fy 
fortsetzt. Ist ‘a die Homologieklasse von zy auf P und ¢ die Klasse von zy, in X, so ist 


fad = 6. 
Damit ist M 2) fiir S gezeigt. 


3.3. Hs gilt fiir S M 3). 

Beweis. Sei © die singulare Homologietheorie und & irgend eine andere, die M 1), 
M 2) erfiillt. Wir konstruieren einen Homomorphismus g’: S + &. Offenbar geniigt es, 
ein p: S > I zu finden, da man wegen M 38) fiir Nt dann auch schon ein gy’: S > B 
hat. Sei Cg € S, so finden wir ein Paar (7, f), da S M 2) erfiillt, wie wir eben gezeigt 
haben. Es wird definiert: 


ple = {(y, f)}. 


Sei (7’, f’) ein anderes Paar mit f,57 = f,.¢ 7’ = Ce, so finden wir auch die beiden 
singularen Zyklen in G, z, 2’, durch deren Realisierung (s. Beweis von 3.2.) wir yn, 7" 
gefunden haben. Daz ~ 2’ in X(= |f¢)|) ist, gibt es eine singulare Kette x, mit 


, 


Oi Bee 


Wir k6énnen auch a in R(X) realisieren und finden ein Y > ||, |7'| sowie ein ge 
€ Hn(Y), so daB 
ong = In y = 0 
mit den Inklusionen 
tm: || =| al’, 


in: |n'| > |o| 
ist. Ks ist zwar Y € L, aber nicht || © |'| = @. Aber auch das kann man leicht 
erreichen, indem man etwa an Stelle von Y das Polyeder Y’ = Y x I und auf dem 


Boden und 7’ auf dem Dach des Zylinders nimmt. Da es ein F: Y > X gibt, welches 
f, f fortsetzt, gibt es dasselbe auch fiir Y’, wenn man noch die Projektion p : Y x J -+Y 
hinzunimmt. Es ist also (n, f) ~ (7’, f') wegen der Existenz des Paares (o, F) und 
p nur von der Klasse von (n,f) abhangig. Die weiteren Homomorphieeigenschaften 
von » werden in der schon mehrfach durchgefiihrten Form bewiesen. 


{1] 8. Ercensere and N. Strenrop, Foundations of Algebraic Topology. Princeton Univ. Press 
1952. 
[2] S. T. Hu, Homotopy Theory. Academic Press, New York u. London 1959. 
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Homomorphisms of Finite Planar Half-Loops 


By 
T. G. Ostrom!) 


1. Introduction. The author introduced the notion of planar half loops in [3]2); a 
complete set of axioms is given in that paper. A planar half-loop which is a loop is 
called a planar loop. A planar loop is essentially a loop admitting the analogue of 
ANDRE’s congruence [1]. 

The planar half-loop L(-+) is equivalent to an affine plane z in the following sense : 
The points of z are the elements of L. If P and Q are on different lines through the 
reference point O (which is the identity of L), then P + @Q is defined and is the inter- 
section of a line through P parallel to O Q with a line through Q parallel to O P. 

Addition of pairs of points collinear with O is not necessarily defined; however, 
each line through O (‘‘O-line’”’) plays the role of a subloop with a coset decomposition 
of L. These cosets are identified with lines parallel to the given O-line. 

Homomorphisms and automorphisms of LZ thus have geometric implications. 
BRUCK [2] has shown that a finite loop admitting a transitive group of automorphisms 
is a group of prime power order unless it is simple. 

Some of our arguments may apply to the infinite case but we repeatedly make 
strong use of finiteness. It will be assumed throughout that L is finite, except in Part 2. 

We investigate the nature of the possible homomorphic images of LZ. We show that 
if the homomorphic image is relatively large and associative, then LZ must be as- 
sociative. In certain cases, we obtain what may be considered to be a kind of homo- 
morphism between affine planes. 


2. Automorphisms and Isomorphisms. Unless indicated to the contrary, it is to be 
assumed that addition is not defined in D for pairs of points collinear with O (except 
that P + O = P). In this case, L will be called a strict planar half loop. We shall use 
the symbol Z.to denote any loop related to Z in the following way: the elements of Z 
are the elements of L; if P+ Q@ = Rin L, then P + Q= Rin L. 

Note that Z is not uniquely determined by Z and that an automorphism or homo- 
morphism of LZ is not necessarily an automorphism or homomorphism of Z. While L 
can always be extended to a loop Z, it is not clear that this can always be done in such 


1) This work was supported (in part) by grant No. NSF-G16299 from the National Science 
Foundation. 

2) Theorem 9 of reference [3] is stated incorrectly. It should read as follows: “Let. L be a planar 
loop which is the direct sum of two loops £1 and Le. Let O; and Os be homomorphisms from LZ onto 


I and Lz. Suppose that there is an O-line OQ such that (OQ) 6; and (OQ + R) 0; are isomorphic 
to Lj, j = 1,2. Then L is associative.” 


ee 
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a way as to preserve a given set of automorphisms or homomorphisms. Note also that 


the O-lines will be subloops of L. Possible applications of Bruck’s theorem mentioned 
earlier will have to be made in Z; they might involve Z itself or one of the O-lines. 
As mentioned in [3], each collineation of 2 which fixes O is an automorphism of L, 


_ and vice versa. If the collineation fixes O P and is an automorphism of Z, it is also an 


automorphism of the subloop OP of L. 

Now let be extended to a projective plane z* by adjoining the line at infinity. Let 
O’ be an arbitrary point of 2* and let 2, be an arbitrary line of 2*, subject to the 
restriction of O’ ¢ 13. . 

Using 1, as the new line at infinity, we obtain a new affine plane. Using O’ as a new 
reference point, we obtain a new planar half loop L’(@). Let o be a collineation of 2* 
such that l,,o = 13,, Oo = O’. Recalling the geometric interpretation of addition, if 
P + Q is not defined then Po @ Qo is not defined and if P + Q = R, then Po ® 
@® Qo = Ro. Thus o induces an isomorphism between L and L’, 

Conversely, suppose that o is an isomorphism from L to L’. The points on 1,, have 
no images; the points on 12, have no preimages. Otherwise, the set of points on an 
O-line must correspond to points on an O’-line. Since a line of x which is parallel to 
OP isa “coset” OP + Q of OP and (OP + Q)o = (OP)c @ Qo, a is an incidence 
preserving mapping from z onto the affine plane relative to 1;,. 

Since parallel classes map into parallel classes, o can be extended to map points on 
1, into points on /,,. In this extended sense, o is a collineation of z*. We have proved 
the following Theorem: 


Theorem 12). Jf L and L’' are two strict planar half loops defined respectively with 
reference to O and 1,,, O' and IZ, in the same projective plane x*, then L and L' are iso- 
morphic if and only if there is a collineation o of a* such that Oo = O', 1.0 = Ii. 


Theorem 2. Let L(+) and L'(@) be two strict planar half loops and let 0, o, and t be 
one to one mappings of L onto L’ such that Po ® Qo = (P + Q)t whenever addition is 
defined on both sides of the equation and P + Q is defined if and only tf Pe © Qa its 
defined. Then 9 =o =T. 


Proof. If P,; and Ps. are on the same O-line, Py + Pp: is not defined so that Pio 
and Pso must be on the same O’-line. Fixing P,, all points P2 on O P; must be carried 
by o into points on O’ (Po). That is, o carries O-lines into O’-lines. Hence Oo = O’. 
Hence Pt = Po @ O’= Po. Similarly, Oo = O' and Qo = Qt. 


3. Homomorphisms. Now let L’(@) be a set with an operation © and identity O’. 
Let O be a mapping from L onto L’ such that whenever P + @ is defined, then PO © 
® Q@ is defined and (P + Q)O = PO © QO. PO © QO may be defined even if 
P + Q is not defined. Let & be the kernel of 0. 

In the following, we shall make use of the convention that the same letter P with 
various modifications such as P;, P, P’, etc. will be used to denote various members 


3) Theorem 1 is due to Mr. Dennis LawRENCE, who participated in an NSF supported under- 
graduate research program under the direction of the author. In the same program, Mr. Davip 
Morean carried out a preliminary investigation of homomorphisms of the planar half loops cor- 
responding to Desarguesian planes. 
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of the same O-line OP. One modification is that Ky, Ke, ... will be used to denote 
members of §t, not necessarily on the same O-line. We shall henceforth use the same 
symbol ‘‘+-” to indicate operations in both J and L’, 

We shall make considerable use of the coset property of O-lines — i.e. if P + Q is 
a point on the line O P + Q which is parallel to O P and goes through Q, then for each 
P; there exists P; such that P; + (P + Q) = P; + @. 

Conversely, given P; there exists P; such that the same equation holds. In particu- 
lar, we may take P; = O. These are direct consequences of postulate (6) in the de- 
finition of planar half-loops in [3]. 

Now let & denote the number of points in & and let kp denote the number of points 
inOP QO &. If zis of order n, then L consists of n2 elements and each O-line of Z con- 
tains n elements. 

Let us say that P is equivalent to Q if PO = QO. 


Lemma 1. Any point P is equivalent to k — kp points not on OP. If k + kp, then P 
is equivalent to kp points on OP and to k points in L. 


Proof. If Q € OP, there exists a unique point X not on O P such that P + X = Q. 
If L’ has a unique identity, then PO = Q@ if and only if X « &. The k — kp elements 
of & which are not on OP thus correspond to k — kp points equivalent to P. 

If k + kp, there exists K € 8 not on OP. Given P; and Ps, there exists a unique P3; 
such that (P; + K) + P3 = P,. It follows that P}O = P2@ if and only if P3 e &. The 
lemma follows. 


Lemma 2. Jf 8 ¢ OP, then PO + QO is defined for all QO in L' and PO + QO = 
= PO + RO implies that QO = RO. 


Proof. P + Q is defined unless QE OP. If k + kp, PO = R@ for some point R 
such that R + Q is defined. Thus PO + QO must be either (P + Q)O or (R + Q)O 
and is defined in any case. 

If we hold P fixed and let Q vary over all points not on O P, then P + Q varies over 
all points not on OP. Hence PO + Q@ varies over all elements of L’ as QO varies 
over all elements of L’. In the finite case, this implies that PO + QO must take on 
each value of L’ exactly once. 


Lemma 3. If RE OP, then for each Py, P2< OP there is at least one P3€ OP such 
that P\O + P30 = P20 and for each P,, P3 there is at least one P: such that the same 
equation holds. 


Proof. The essential part of the argument is given in the last part of the proof of 
Lemma 1 except that P; and P3 also determine Po. 
Theorem 3. (1) If & € OP, then the set (OP) O of images of OP is a subloop of L’. 


(2) Lf the points of X are not all on the same O-line, or if OP = & for some O-line O P, 
then L' is a commutative loop. 


(3) Lf OP and OQ are distinct O-lines, then (OP)O+ (O0Q)0=L'. 


Proof. (1) Follows from Lemmas 2 and 3. 


a 
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(2) If OP = R, then (O P)O = O’. Thus either 
fOP=R or R¢EOP, for any OP, 


_ it follows from Lemmas 2 and 3 that L’ is a loop. The commutative property follows 


from the commutative property of L. 
(3) If ke L, then, for some P; and Q;, Pi + Qj = R. Hence RO = P;O + QO 


Corollary. Jf OP and OQ are distinct O-lines and (O P)O = O', then (OQ)O = L'. 


Remark. Note that the case where, (for some O-line OP), 8 c OP but R + OP is 
exceptional in that addition on (O P)@ need not be defined. If & = O (i.e. k = kp =1 
for every O- line OP), L’ could be isomorphic to either Z or to LZ and still satisfy the 
conditions that we have imposed on @. 

Henceforth, even in the exceptional case, @ is to be aaa as a homomorphism 
onto a commutative loop L’ such that the image of every O-line is a subloop of L’. All 
of this would follow immediately if 9 were an automorphism of L. 

In the last corollary, all of the subloops of L’ corresponding to the O-lines of Z were 
improper. The case where L’ is a planar loop is of especial interest; hence we shall be 
looking for proper subloops of L’ such that each element of L’ can be uniquely re- 
presented as a sum of elements of two of these subloops. 

Now let 2 denote the number of elements of L’ and let hp denote the number of 
elements of L’ in (OP)O. 


Lemma 4. hk = n2 and, if 8 € OP, hpkp =n. 


Proof. There are n2 elements in L and n elements in O P. The result then follows 
from Lemma 1. 

As an additional restriction on 9, we shall assume that hpkp = n even in the ex- 
ceptional case. 


Theorem 4. Jf no O-line maps into O', then at least two O-lines have images which are 
proper subloops of L’. 

Proof. We are reduced to two cases: (1) Every O-line maps onto L’ or (2) Every 
O-line but one maps onto L’. 

Now if (OP)O = L’, then h = hp. It follows from Lemma 4 that k = hkp = nkp. 
Recalling that there are n + 1 O-lines and that each O-line contains O, we get in 
case (1) that 
nip k= (n+ 1) (kp — 1) |s 

0 =kp—n. 


Hence OP c R and (OP)O = O’ for every O-line. By Theorem 3, L' = O". 
Similarly, in case (2), if O Q is the only O-line which does not map onto L’, 


nkp = n(kp — 1) + ke 


and 
kg=n 


so that (OQ) @ = O’. In both cases, we obtain a contradiction. 
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Lemma 5. Jf OP and OQ are two distinct O-lines, the following five conditions are 
equivalent ; 

(1) hphe =h. 

(2) kpkg =k. » 

(3) Each element of L' can be represented uniquely as a sum of an element of (O P)O 

with an element of (OQ) 0. 
(4) Hach element of % can be represented as a sum P; + Q;, where Px COP NT &, 
QEOQONR. 

(5) (OP)ON(OQ)0=0'. 

Proof. The equivalence of (1) and (2) follows from the equations hk = n2, hpkp = 
= he ke =n. 

The number of sums that can be formed by adding an element of (O P)@ to an ele- 
ment of (0 Q)@ is hphg. Every element of L’ is included at least once in these hphg 
sums, so that hphg = h, with the equality sign holding if and only if each element of 
L’ is represented exactly once. Thus (3) is equivalent to (1). 

In L, Pi + Q) = Pi + Q, if and only if P; = P;, Q; = Q;. Hence exactly kpke 
distinct elements of § may be represented in the form P; + Q; if P; is restricted to 
OPQ Rand Q; is restricted to OQ A &. Thus kgkp < k, with the equality sign hold- 
ing if and only if 8 = (OPO &) + (OQ/2 &). This establishes the equivalence of (4) 
with (2). 

Clearly (3) implies (5). Suppose that (0 P)O A (0 Q)O = O’ and that PO + QO = 


— P@ + QO. Let P be determined so that P + (P+ Q) = Q, and let P* be de- 
termined so that P+ (P+ Q) = P*+ Q. Then 


QO = PO+4 (P+ Q)O0= PO+ (P+ Q)0= P*O+ 00. 


Since (0 Q)@ is a loop this implies that P*@ ¢(OQ)O and hence that P*9 — 0’. 
Hence QO = QO. Similarly, PO = PO. Thus, assuming (5), we get (3). 


Theorem 5. Let OP, OQ, OR be distinct O-lines. 

(1) Lf (OP)ON(0Q)0 =O, then hz = hp, and kp < kp. 

(2) If (OP)O, (0Q)0 and (OR)O are pairwise disjoint except for O', then hp = 
= he => hr, kp — ke od kr, h — hp and k = ki. 


Proof. (1) If (OP)ON (0Q)0 =O’, then hrhe =h =hphg. Hence hp = hp. 
Similarly, kp < kp. : 
(2) Under the hypotheses, hphe = hphrz = hahrz = h. The Theorem follows. 


Theorem 6. Jf (1) there are m + 1 O-lines each containing kz points of & and the 
remaining O-lines each contain ky points of &, 

(2) h= m2, 

(3) k= ky, 
then L' is a planar loop. The image of each O-line of L is either L’ or is an O'-line of L’. 
If x’ is the affine plane corresponding to L’, then the i mage of each line of x is either a line 
of x’ or ts the set of all points of a’. 
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Proof. The condition k = k} implies that the O-lines which contain ks points of ® 
are disjoint except for O’. Each of these has an image consisting of hz points, where 
kohg = n. Since n2 = hk = m2 ke, it follows that mk, =n and hg = m. The m+ 1 
_ O-lines of type kg map into m + 1 sets each containing m elements. It follows that 
_ each element of L’ other than 0’ belongs to exactly one of the images of the O-lines of 
type kz. These sets will be the O’-lines of L’. The other properties of a planar half loop 
have either already been established for L’ or follow directly from the fact that @ is a 
homomorphism. 

Thus L’ is a planar loop and the O’-lines are images of O-lines of type kg. 

To determine the images of the O-lines of type k1, we must get the relation between 
ky and kg. Since there are n + 1 O-lines altogether, the points of & distinct from O 
occur in sets of kz; — 1 on the m + 1 O-lines of type kz and in sets of k; — 1 on the 
n — m O-lines of type k,. Hence 


k = ky = (m 4+ 1) (ke —1) + (n—m) (ky —1) +1. 
Replacing n by kom, : 
(m + 1) (ke —1) + m(ke — 1) (key — 1) = BB — 1, 
m+ 1+ m(ki — 1) = ko +1, 


m ky = ko F 
If each of the O-lines of type k; has hy images, it follows that hyk; = n. 
Hence 
koh4 = mkyhy = mn = mkohe = m?* ko 
and 


hy = m=h. 


Thus each O-line of type k; maps onto L’. 

It follows from the fact that lines of z are “‘cosets”’ of the O-lines of L that each line 
of x which is parallel to a line of type k; also maps onto L’. Similarly, lines parallel to 
lines of type kg map onto lines of a’. 

Note that we obtain a special case of Theorem 6 if n = m? and St is the set of points 
on an affine subplane of x which contains O and is of order m. In this case kz = m 
and ky = 1. 


Theorem 7. If L’ is a planar loop with h = m? and the image of each O-line of L is 
either L’ or an O'-line of L’', and if O is not one to one, then 

(1) m2 divides n. 

(2) If ky is defined by kim? = n, there are m + 1 O-lines which contain kim points 

of &: all other O-lines contain ky points of 8. 

(3) k= kim? = kyn. 

(4) The image of each line of x is either L’ or a line of x’. 

Proof. Let OP and OQ be two distinct O-lines. Since L’ = (OP)O + (0Q)O 
(OP)O = (0 Q)@ implies that (0 P)O = L’. If every O-line maps into an O'-line, 

30* 
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then L’ contains n -+- 1 distinct O’-lines and h = n?. Hence @ is 1 to 1, contrary to 
hypotheses. 

Let k, denote the number of points of % on each of the O-lines which map onto L/ 
and let kg denote the number of points of St on each O-line which maps onto an O’-line, 
If hy and hg denote the number of elements in the corresponding images, we have 
h=h, = m*, hk, = n, so that kym? = n. The equation hk = n? then implies that. 
k= kim? = kyn. ' : 

We also have hz = m, hokz = n = kym?. Hence kz = kim. Moreover, k = kj. 

Now let j be the number of O-lines which contain kg points of 8, then 


kim? =k =j(kim —1)+ (n+1—)9) (1 -1)4+1 
and 
ki m2 —nky —ky + n= jky(m—1). 


Replacing n by ky m2 
kim? — k3m2 — ky + ky m2 =jhi(m—1) and m+1=). 
We have established (1), (2) and (3). (4) follows as in the previous Theorem. 
Theorem 8. If k < n, the image of every O-line is a proper subloop of L’. The images 
of any two distinct O-lines are two distinct subloops. 


Proof. Ifk <n, h > n. Since O P contains n points, it is not possible for (O P)O to 
be equal to L’. Since (O P)O = O’ if and only if kp = n, (OP)O +O’. 

Now suppose that (OP)@ = (0Q)O. Then each point Q; is equivalent to some 
point P;. This is equivalent to saying that each line OP + Q; contains a point Kj. 
Hence St must contain at least n elements, which is a contradiction. 


Lemma 6. Jf L’ is associative and OP contains exactly one element of &, then the 
mapping X — X -+- P is a translation of x for every Pe OP. 


Proof. If kp = 1, then hp = n. Thus distinct points on O P have distinct images 
in L’. We can now define addition on OP so that (P; + Pj)O = P;O + P;0. Now 
for any P;, P; and Q ¢ O P there exists P such that 


(Q+ Pi) + Pi) =(Q + (Pit Pi] + P. 
Applying @ and using associativity in L’, PO = 0’. Hence P = O and 
(Q + Pi) + Py = Q + (Pi + Py). 


It follows that the mapping X > X + P carries the set of points on the line OQ + P; 
into the set of points on OQ + (P; + P). All lines parallel to OP are fixed, so the 
mapping is a translation of zz. 


Theorem 9. If L’ is associative and k <n, then L is associative. 


Proof. If k < n, there are at least two O-lines intersecting § in the single point O. 
If P.. and Q,, denote the points at infinity on OP and OQ respectively, then z is 
P., —1,, and Q.. — 1,, transitive. For a finite plane, this implies that z is a trans- 
lation plane and that LZ is associative [3]. 
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4. Concluding Remarks. If L is associative, a is a translation plane. In this case 
there exists a unique L which is isomorphic to the translation group of z. The trans- 
lation group of a translation plane is always abelian [1]. Thus every subgroup is 
normal; the translation planes will suffice to give examples of the Theorems in this 
paper. Moreover, the translation group and its homomorphic images are always 
vector spaces over Galois fields. Because of the equivalence between vector spaces and 
affine spaces, this means that the homomorphic images of associative planar half- 


_ loops can be interpreted as affine spaces — not necessarily of dimension two. 


We have been able to find only one class of examples of non-trivial homomorphisms 
of non-associative planar half-loops: 

Let a be a translation plane coordinatised by a nearfield. Extend a to a projective — 
plane z* and take the line x = 0 as a new line at infinity J3,. Let O’ denote the inter- 
section of 7,, with the line y = 0. The new planar half-loop constructed with reference 
to O’ and 1%, admits a homomorphism with @ = /,,. If the nearfield is not a field, 2* 
is not a translation plane with respect to 2, and the planar half-loop is not associative. 

The proof consists essentially in noting that the x coordinate of (a, b) ““-+-”’ (c, d) de- 
pends only upon a and ¢ and that adding a point on /,, does not change the x co- 
ordinate. 
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Konstruktion der metrischen Form in der absoluten Geometrie 


Von 


Rou¥r LINGENBERG 


Beim Aufbau der absoluten Geometrie der Ebene steht an wichtiger Stelle die 
Konstruktion der metrischen Form. Fiir die in [1] untersuchten metrischen Ebenen 
wird die metrische Form in [1] bzw. [4] dadurch gewonnen, daB die zugehérige 
absolute Polaritaét bzw. die zugehdrige absolute Polarinvolution rein synthetisch kon- 
struiert wird. Dabei werden in [1] die Hjelmslevschen Halbdrehungen und in [4] der 
Hohensatz und der Satz von Desargues verwendet. Das zweite Verfahren ist in [6] 
dann fiir einen allgemeineren Bereich von absoluter Geometrie iibertragen worden, 
welcher alle die metrischen Ebenen von Charakteristik +2 enthalt, welche den 
Axiomensystemen in [1], [2], [3], [7] geniigen, und z. T. auch die metrischen Ebenen 
enthalt, welche durch das Axiomensystem in [5], Teil I gegeben werden. Wir wollen 
hier nun bei den gleichen Voraussetzungen wie in [6] die Konstruktion der metrischen 
Form unter weitgehender Verwendung der Methoden der analytischen Geometrie 
durchfiihren, wodurch die Schliisse kiirzer und von einem gewissen Standpunkt aus 
elementarer werden. 

Wir erinnern zunichst an die Voraussetzungen in [6]. 


1. Sei 8 eine projektive Ebene, in welcher der Satz von Pappus-Pascal und das 
Fano-Axiom gilt und & eine projektiv-metrische Teilstruktur in $$, also ein Paar (m, Nt) 
aus einer Menge m von Geraden und einer Menge 3% von Punkten, fiir welche eine 
singulare oder eine ordinire Pol-Polarenbeziehung gegeben ist. Dabei verstehen wir 
unter einer singuldren Pol-Polarenbeziehung eine nicht eineindeutige Abbildung y von 
m auf It mit 


(*) Ausglhy folgt gwIh fiir alle g, h aus m. 


Kine ordindre Pol-Polarenbeziehung ist ein Paar 2 = (y, y+) von eineindeutigen 
Abbildungen von m auf I und von I auf m, fiir welches y die Eigenschaft (*) hat. 
Ist g € m, so hei®t gy der Pol der Geraden g und ist Pe MN, so heiBt jede Gerade p 
mit py = P eine Polare von P. Im ordinaren Fall ist die Polare eines Punktes ein- 
deutig bestimmt, im singuléren Fall gibt es Punkte mit mehr als einer Polaren. 

Zwei Geraden g, h aus X heiBen senkrecht, wenn g mit dem Pol von h (und damit 
auch h mit dem Pol von g) inzidiert. Eine eineindeutige Abbildung o von m auf sich, 
bei welcher in 58 kopunktale Geraden in kopunktale Geraden und zueinander senk- 
rechte Geraden in zueinander senkrechte Geraden iibergehen, heiBt eine Spiegelung 
an der Geraden g, wenn sie alle Geraden aus ZT durch gy festlaBt und wenn gilt 


(**) a, ao,g sind kopunktal fiir alle Geraden a aus 2. 
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_ Wir betrachten dann projektiv-metrische Teilstrukturen, welche folgenden Bedin- 
- gungen gentigen: 


T 1. Zu jeder Geraden g aus I gibt es wenigstens eine Spiegelung an q. 


T 2. Die Aufeinanderfolge von Spiegelungen an drei Geraden a, b,c aus & ist genau 
dann eine Spiegelung an einer Geraden aus X, wenn a, b, ¢ kopunktal sind. 


T 3. Es gibt mindestens einen eigentlichen Punkt fiir X, wnd jede Gerade aus Z, welche 
wenigstens mit einem eigentlichen Punkt inzidiert, inzidiert mindestens mit drei ver- 
_ schiedenen eigentlichen Punkten. 


3 

: 

Dabei nennen wir einen Punkt aus 8 eigentlich, wenn alle mit ihm inzidierenden 
Geraden der Teilstruktur I angehéren. Wie in [6] gezeigt, gilt dann 


Satz 1. Die durch eine Spiegelung an einer Geraden g aus X induzierte Punktabbildung 
im 3 stimmt mit der involutorischen Homologie!) mit gy als Zentrum und g als Achse 
diberein. 


Da das Produkt dreier involutorischer Homologien, deren Achsen kopunktal sind, 
nur dann wieder eine involutorische Homologie ist, wenn die Zentren kollinear sind 
(vgl. etwa [6], (a) im Beweis zu Lemma 7), gilt weiter: 


Satz 2. Sind a, b, c kopunktale Geraden aus Z, so sind ihre Pole kollinear. 


Die folgenden Satze ergeben sich leicht aus Satz 2 und den Definitionen: 


Satz 3. Die Abbildung w der Menge der Geraden einer projektiv-metrischen Teilstruk- 
tur X auf die Menge ihrer Pole bildet die Menge der Geraden durch einen ergentlichen 
Punkt P eineindeutig auf die Menge der Punkte einer nicht mit P inzidierenden Geraden 
ab. 


Satz 4. Die Punkte einer singuldren projektiv-metrischen Teilstruktur & sind die sdimt- 
lichen Punkte einer Geraden von ‘8. Haben zwei Geraden aus X einen Punkt von & ge- 
meinsam, so haben sie denselben Pol. 


Satz 5. Sind a, b, c drei nicht kopunktale Geraden einer ordindren projektiv-metrischen 
Teilstruktur, so sind die Pole von a,b, ¢ nicht kollinear. 


2. Mit diesen Kenntnissen wollen wir jetzt unter Verwendung der Methoden der 
analytischen Geometrie die metrische Form fiir die projektiv-metrischen Teilstruk- 
turen und damit insbesondere fiir alle die metrischen Ebenen von Charakteristik + 2 
herleiten, welche dem Axiomensystem in [5], Teil I geniigen und einbettbar sind 
(vgl. [6], C.). . 

Die projektive Ebene $8 1aBt sich als projektive Koordinatenebene tiber einem 
Kérper K darstellen. Ist V der dreidimensionale Vektorraum tiber K, so wird jeder 
Punkt durch einen eindimensionalen Teilraum P und jede Gerade ebenfalls durch 
einen eindimensionalen Teilraum G von V gegeben, und die Inzidenz des Punktes mit 


1) Kine Homologie ist eine Kollineation in ‘$, welche eine Gerade, die Achse, punktweise und 
einen Punkt, das Zentrum, geradenweise festlaBt, wobei Zentrum und Achse nicht inzidieren. 
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der Geraden durch au = 0 fiir « € P und wu €G@ ausgedriickt, wobei xu das skalare 

Produkt von x mit w bedeutet. Wir setzen im folgenden Ka = {y|y = Ax fiir A € K}. 
Sei nun H# die Menge der Vektoren, welche Geraden aus & reprasentieren, samt 
dem Nullvektor und sei 1 die Menge der Vektoren, welche Punkte aus Z reprasen- 
tieren, samt dem Nullvektor. Aus « ¢ # folgt Kac EH und entsprechend aus a € L 
dann Kacl. 

Die Pol-Polarenbeziehung y ordnet jedem eindimensionalen Teilraum 7’ mit T’cH# 
genau einen eindimensionalen Teilraum 7” mit 7’ c L zu. Diese durch w induzierte 
Abbildung in der Menge der eindimensionalen Teilriume von E£ bezeichnen wir auch 
mit y. Wir wollen zeigen, daB es eine lineare Abbildung w von V in sich mit 


(1) xepe(Kx)p fir alle x aus E 
gibt, welche also eine Abbildung in der Menge der eindimensionalen Teilréume indu- 
ziert, welche auf H mit w tibereinstimmt. 


Wir betrachten dazu ,,Verfeinerungen* der Abbildung y, also eindeutige Abbildun- 
gen gm von EF auf L mit (1) und 


(4*) Fiir jeden eindimensionalen Teilraum T in E ist y|T eineindeutig und linear. 


Dabei bezeichnet y|7' die Beschrénkung von y auf 7’. Allgemein soll {| N die Be- 
schrénkung der Abbildung f auf eine Teilmenge N der Menge bedeuten, in welcher f 
erklart ist. 

Sei nun ® die Menge aller Verfeinerungen von y. Offenbar ist © nicht leer. Ist 
pe und T ein Teilraum mit 7c £, so ist auch die Abbildung ’ mit 


; xy for ‘rer 

ecge A(«y) fir xeT 
fiir festes 2 +0 aus K ein Element von @. Wir sagen, daB g’ durch ,,lineare An- 
derung™ von y auf 7 entsteht. Bezeichnen wir fiir 2 +0 aus K und gp €@ die Ab- 
bildung p mit «py = 2(x@) fiir alle x aus E wie iiblich mit Aq, so ist mit gy auch Ag 
ein Element aus ®, 

Wir betrachten nun fiir festes y aus ® die Abbildung hy von V x E in K mit 

(2) ho(x,y)=a(yq), weV und ye#, 


wobei auf der rechten Seite wieder das Skalarprodukt der Vektoren gemeint ist. Es 
gilt dann 


holt + y,2) = he(x,2) + holy,z); ho(Aw, y) = Ahg(x,9); 
ho (x, Ay) = Aho (x, Y) 5 
(4) ho(, y) =0 fiir x,y +0 aus E ist gleichbedeutend damit, daf x,y Geraden von & 


reprasentieren, welche anfeinander senkrecht stehen, und ist daher gleichbedeutend 
mu he(y, x) = 0. . 


Ist hy|# x EL symmetrisch, d. h. gilt h(x, y) = hg(y, x) fiir alle x, y aus E, so 
ist hg auch im zweiten Argument linear, d. h. es gilt 


(3) 


h(x, y + 2) = ho(x, y) + ho(x,2) fir x, y,z,y+2e8. 
Bei beliebiger Wahl von ¢ ist hg | E x E jedoch i. a. nicht symmetrisch. 


ee ee er 
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Nach Satz 1 1aBt sich jede Spiegelung an einer Geraden aus & zu einer involutori- 
schen Homologie in ‘$ fortsetzen. Eine solche 1a8t sich in der Form 


darstellen, wobei x eine beliebige Gerade reprasentieren mége und a ein die Achse 
der Homologie und z ein das Zentrum der Homologie repriisentierender Vektor ist. 
Ist pe ®, so kann offenbar z = ap gesetzt werden, so da also eine durch eine 
Spiegelung an einer Geraden aus I induzierte involutorische Homologie in der Form 


(5) xo=—2x2+2 
dargestellt werden kann. 

Seien nun a, b linear unabhangige Vektoren aus H und c = a + B, ferner o, 0’, 0’ 
die involutorischen Homologien, welche durch Spiegelungen an durch a, b, c reprasen- 
tierte Geraden aus Z induziert werden, dann gilt nach dem Satz von den drei Spiege- 
lungen (T 2): . 


a, ack, 


xooo'=x0'oo fir alle Vektoren x. 


Nach (5) ergibt sich nach einfacher Rechnung fiir 2 = a bei beliebiger Wahl von 
aus @: 


(6) hg (a, b) hg (b,c) hg (c, a) = hg(b, a) hg(c, 6) hg (a,c). 


Hilfssatz. Ist T' ein zweidimensionaler Teilraum mit T c E, so gibt es in B eine Ab- 
bildung y, so dap hg|T x T eine symmetrische Bilinearform vom Rang 2 ist (ins- 
besondere ist p| T' eineindeutig und linear). 


Beweis. Seien a, b zwei linear pen ee Vektoren aus 7’, welche nicht zu- 
einander senkrechte Geraden a, 6 aus & repriasentieren, und S der Schnittpunkt von 
a, 6. Dann sind nach Satz 3 ag und b@ linear unabhiangig fiir alle p aus ®. Wir be- 
haupten, daB es ein gy aus ® mit 


(7) (Aa + ub)p=Alay)+ulbq) fir alle 1, u aus K 


gibt. Offenbar ist dann q| 7’ eineindeutig und linear. 

Sei nun @ ein beliebiges Element von ®. Notfalls durch lineare Anderung von @ in 
Kb konnen wir erreichen, daB hg(a, b) = hy(b, a) wird. Wir setzen c = Aa + wb, 
und diirfen annehmen, daB /, uw +0 ist, denn anderenfalls gilt (7) nach (**). 

Nach Satz 2 reprasentieren die Vektoren ag, by, cp kollineare Punkte.: Durch 
lineare Anderung von g in Kc, welches von Ka und Kb verschieden ist, k6nnen wir 
erreichen, da} 

cp=A(ag) + w'(b9) 


wird.. (6) ereipe nach leichter Rechnung unter Beachtung von hg (a, 6) = hg(b, a) + 0 
dann wu = p’ oder hy (a, a) hg(b, 6) — h-(a, 6) = 0. Letzteres ist unméglich, da sonst 
der Vektor d = hg(a, b) a — hg(a, a) b eine Gerade d durch den Punkt S reprasen- 
tierte, welche wegen d(aq) = ho(d, a) = 0 und d(by) = ho(d, 6) = 0 mit den Polen 
von a, b inzidiert, was Satz 3 widerspricht. Also gilt (7) und damit der Hilfssatz, 


=* rar 
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denn wegen der Linearitiéit von p| 7 hat hg(a, b) = hg(b, a) zur Folge hg(x, y) = 
=hg(y, x) fiir alle w, y aus 7. 4 


3. Mit dem Hilfssatz kénnen wir nun sofort die metrische Form im singularen Fall 
gewinnen: Nach Satz 4 ist die Menge Yt der Punkte einer singularen projektiv- 
metrischen Teilstruktur cine Punktreihe. Sei U der dieser Punktreihe entsprechende 
Teilraum und 7 ein zweidimensionaler Teilraum mit 7'c # (einen solchen gibt es_ 
nach T 3). Es ist V = 7’ @ U. Nach dem Hilfssatz gibt es dann ein gy aus ®, so 
daB h»| 7 x T eine symmetrische Bilinearform ist. 

Sei nun x ein beliebiger Vektor aus #. Dann gibt es ein y + 0 aus 7’, so daB x — ye 
eU gilt. Die durch «2, y reprasentierten Geraden haben damit einen Punkt von 
IM gemeinsam, also nach Satz 4 denselben Pol. Notfalls nach linearer Anderung von 
gy in Kx kann man erreichen, daB 


(8) EE YR 
wird. Setzt man «pm = o fiir alle x mit xe U fest und «gq fiir alle x mit r¢ U, E 


gemaB (8) fest, wobei y der eindeutig existierende Vektor aus 7’ mit x — ye U ist, so 
entsteht eine lineare Abbildung von V in sich, fiir welche (1) gilt. Die Form 


f(x,y) = x(y@) fir alle Vektoren z, y 


ist dann eine symmetrische Bilinearform vom Rang 2, denn die Symmetrie von f 
ergibt sich, wenn wirx=t+wuundy =? + wu’ mit t,t’e T und u, u’ €U setzen, 
wegen der Linearitét von m und der Symmetrie von f| 7’ x T aus 


{zy =ft+ul+w)={E)=/C)=ft+w,t+u) =fly,2). 


Die durch die Bilinearform f in V gegebene Orthogonalitat stimmt nach (4) in EB 
mit derjenigen tiberein, welche durch das Senkrechtstehen in der projektiv-metrischen 
Teilstruktur induziert wird. f ist also die metrische Form fiir die singulire projektiv- 
metrische Teilstruktur. 


4. Wir wenden uns nun dem ordinaren Fall zu. Wir wahlen drei zweidimensionale 
Teilraume 7, 7’, T” mit TAT’ AT” = {0} und 7, DT’, Tc E. Die Existenz solcher 
Teilraume sichert T 3. 

Nach dem Hilfssatz gibt es Abbildungen q, gy’, ’’ aus ®, so daB hy|T x T und 
ho |T" x T’ und hg |T” x 1” symmetrische Bilinearformen vom Rang 2 sind. 
Wegen (1) und (**) und der Tatsache, da8 mit hy| Tx 7 auch hag|T x T fir 
A4+Q0 aus K eine symmetrische Bilinearform vom 


4" 
rT Rang 2 ist, kénnen wir annehmen, daB 
A gg Tn T= er Tn ee one gy |r’ Se a 
2 e3 gilt. Dann definiert 


zy fir xe 
T . Tl CPS 1 2 flrs wet 
4 lice fir we E\(TUT’)2) 


2) A\ B fiir Mengen A, B bezeichnet die Menge der Elemente x mit xe A und x € B. 


ee 
: ~, 
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eine Abbildung aus @, fiir welche h-| 7’ x T' und h,| T" x T’ symmetrische Bilinear- 
formen vom Rang 2 sind. Wir behaupten, da& wir durch lineare Anderung von @ in 
Teilréumen aus E\ (TU T") erreichen kénnen, daf h;|£ x E symmetrisch wird. 
Wir wahlen dazu Vektoren ej, eg, e3 +0 mit exe 7A T’ und egeT A T” und 
eg € 7' T”. Fir jeden Vektor a gibt es dann eine eindeutige Darstellung 

(9) %= Ae: + Azeg+Agezs, Ar, dz, AseK. 

Ist xe T oder xe 7", also Az = 0 oder Az = 0, so folgt, da p| TZ und ¢| 7” linear sind, 
(10) xp = Aa(erp) + Aa (ea) + As(es@)- 


Sei nun ae E\(T UT’). Dann kénnen wir durch lineare Anderung von gy in Ka 
erreichen, daB 


(11) xp = (Ae1 + Ages) p + As (esq) 


wird, denn es gilt x, A1e1 + Azez, e3 € HL, und somit sind die Vektoren «@, (A1e1 + 
+ Aze2) p,e3p nach Satz 2 linear abhangig. Aus entsprechenden Griinden gibt es 
A, uw aus K mit 


(12) xp = A(ezy) + u((Are1 + Ase) @)- 


~ Da ~| T und ¢| 7" linear sind, ergibt sich weiter 


(13) 2p =Ai(e1@) + A2(e2p) + Az (es. ~) = w Ar (erp) + Aleag) + wAs(esq), 


mithin fiir 2; +0, also x € T”’ wegen der nach Satz 5 geltenden linearen Unab- 
hangigkeit von e1 9, e2y, egy dann A3 = Ag, also (10) fiir xq. 

Ist jedoch A; = 0, also xe T’’, und dg, Az +0, so setzen wir es =e; + eg und 
erhalten fiir x = — Age, + de e -++ A3e3 mit entsprechenden Schliissen wie eben, daB 
notfalls nach linearer Anderung 


ap = — Ag(e2M) + Az(eg @) + As(es 9), 


also wegen e,p = e1p + e2@ dann ebenfalls (10) gilt. 
Mithin ist y| # linear und — da sich g und g” auf 7”” nur um einen Faktor unter- 
scheiden kénnen — auch h;| 7’ x 7” eine symmetrische Bilinearform vom Rang 2. 


Also gilt 


(14) hz (e1, €2) = he(e2,e1); he (e1, es) = hg (es, e1); hz (e2, €3) = he (es, ee), 


mithin nach (10), daB hz|# x # symmetrisch ist. Definieren wir nun gm gemaB (10) 
fiir alle Vektoren x, so entsteht eine eineindeutige lineare Abbildung von V auf sich, 
welche die Eigenschaft (1) hat. Die Form 


f(x,y) =x(yq@) fiir alle Vektoren z, y 


ist dann wegen (10) und (14) eine symmetrische Bilinearform vom Rang 3. Die durch 
diese Bilinearform in V gegebene Orthogonalitat stimmt nach (4) in # mit derjenigen 
iiberein, welche durch das Senkrechtstehen in der projektiv-metrischen Teilstruktur 
induziert wird. 

Damit ist die metrische Form auch im ordinaren Fail gewonnen. 
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Eine Ungleichung fiir die Dichte von Lagerungen konvexer Kérper*) 


Von 


Hertmut GRoEMER 


Im folgenden bedeute A stets einen n-dimensionalen symmetrischen konvexen 
Korper, d. h. eine kompakte konvexe Punktmenge des Euklidischen n-dimensionalen 
Raumes R,,, die einen inneren Punkt als Mittelpunkt hat. Ist {K;} eine Menge von 
zu K translationsgleichen Kérpern und haben je zwei K; héchstens Randpunkte ge- 
meinsam, so heiBe {K;} eine Lagerung. Bilden auBerdem die Mittelpunkte der K; ein 
Punktgitter, so heiBe die Lagerung gitterformig. Bekanntlich (vgl. [1] oder [2]) wird 
bei einer Lagerung jedes K; von nicht mehr als 3” — 1 anderen Korpern der Lage- - 
rung beriihrt. Die Zahl 3” — 1 wird nur dann fiir alle K; erreicht, wenn die Lagerung 
die Dichte 1 hat. 

Liegt nun eine Lagerung {K;} vor, die die Eigenschaft hat, daB jedes K; von 
etwa « anderen Kérpern aus {K;} berithrt wird, so kann man vermuten, daB die 
Dichte der Lagerung verhaltnismaBig groB sein muB, wenn w nahe bei 3” — 1 liegt. 
Im folgenden sollen diesbeziiglich einige prazise Aussagen gemacht werden. 

Es werden zunachst gitterformige Lagerungen betrachtet. Ist V (AK) das Volumen 
von K und D das Volumen des Fundamentalparallelotops des Gitters, so laBt sich 
die Dichte 6 der Lagerung einfach durch 
V(K) 


Oe 


definieren. Die obere Grenze 69 der Dichten aller gitterformigen Lagerungen von zu K 
translationsgleichen Kérpern heiBe die Lagerungskonstante von K. Hs 1aBt sich nun 
der folgende Satz formulieren : 


Satz 1. Es sei K ein symmetrischer konvexer Kérper mit der Lagerungskonstanten do 
und es liege eine gitterformige Lagerung von zu K translationsgleichen Kérpern vor. Die 
; 1 ; . 2 
Dichte 6 der Lagerung erfiille die Bedingung 6 > 3 00. Wird jeder Kérper von mu 
anderen Kérpern derselben Lagerung beriihrt, so gilt 


1 


37 — 


(1) 6= 


Bemerkung. Der Satz kann insbesondere dann angewendet werden, wenn es sich 
um eine dichteste Lagerung (6 = 6) handelt. In diesem Falle kann man den Satz 


*) Die Ausfiihrung dieser Arbeit wurde durch einen Research Grant (NSF-G14233) der National 
Science Foundation unterstiitzt. 


478 H. Grormer ARCH. MATH. 


mittels der in der Geometrie der Zahlen gebréuchlichen Begriffe so ausdriicken: | 
Liegen auf dem beziiglich eines Gitterpunktes symmetrischen konvexen Kérpers K 
u Gitterpunkte eines kritischen Gitters, so gilt fiir die kritische Deteminante 4 von K 
. 3” — u 


A<-> 


V(R). 


Um eine zu (1) analoge Ungleichung auch fiir nicht gitterformige Lagerungen be- 
weisen zu kénnen, seien folgende Definitionen und Bezeichnungen eingefiihrt. Ist {K;} 
die gegebene Lagerung, so werde mit »(Ks) die Anzahl derjenigen K; e {K;} be- 
zeichnet, die K, beriihren. W, sei der Wiirfel der Kantenlange /, mit Seitenflachen 
senkrecht zu den Koordinatenachsen und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. 
N(A) bedeute die Anzahl aller Ky mit K;c Wj. Unter der mittleren Beriihrungs- 
zahl w von {K;} soll der Ausdruck 


eo 
— : icW, 
paca aay.E' 


verstanden werden. Die Dichte 6 der Lagerung sei durch 


5 tim LO 


erklart. Es werde stets vorausgesetzt, daB ym und 6 existieren, Bei gitterformigen 


Lagerungen stimmen natiirlich 4 und sowie 6 und 6 iiberein. SchlieBlich soll noch 
die Lagerung {K;} gesadttigt genannt werden (vgl. L. Frses Toru [3]), wenn es nicht 
moglich ist, einen zu K translationsgleichen Kérper zu finden, der kein K; iiberlappt. 
Ks gilt dann 


Satz 2. Fiir eine geséittigte Lagerwng mit der Dichte 6 und der mittleren Bertihrungs- 
zahl ya gilt 
= 1 
(2) f) 


=r ot = Mo 


Bemerkung. Beim Beweis dieses Satzes wird sich zeigen, daB (2) auch dann noch 
richtig ist, wenn es nicht méglich ist, unendlich viele einander nicht iiberlappende 
zu 2K translationsgleiche Kérper zu finden, die kein K; iiberlappen. 


Beweis von Satz 1. Das Gitter der Mittelpunkte aller K; werde mit I” bezeichnet. 
Ist X € Ry, so werde mit d;(X) die zu K; gehérige Distanzfunktion bezeichnet. 
Jedem K; kann man eine ,,Zelle‘‘ Z; zuordnen; sie besteht aus allen Punkten X mit 
der Eigenschaft, daB fiir alle 7 mit j +7 dj(X) < d;(X) gilt. Es ergibt sich unmittel- 
bar, daB alle Z; den R, liickenlos und ohne einander zu tiberlappen ausfiillen. Der 
Mittelpunkt von K; sei P;. Es werde K, = K ees Koordinatenursprung an- 
genommen und Z; = Z, d\(X) = d(X) gesetzt. Ist V(Z) das Volumen von Z (aus 
der Stetigkeit von d(X) folgt leicht, daB dieses existiert), so gilt fiir die Dichte 6 der 
Lagerung offenbar 


V(K) 
(3) b=. 
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Ks soll zunaichst gezeigt werden, da& unter den im Satz 1 gegebenen Voraussetzungen 
(4) Zc3K 
a i 
gilt. Den Beweis dieser Beziehung kann man mittels einer von C. A. RoGErs [4] 
~ stammenden Idee folgendermafen fiihren. 
Ks sei Q ein Punkt mit den Eigenschaften 


(5) VEZ 

und 

(6) 4(Q) = sup d(X). 
Es reicht dann hin 

(7) d(Q) <3 


zu beweisen. Da Z einen Fundamentalbereich fiir das Gitter I’ enthalt, gibt es einen 
_ Gitterpunkt P*, fiir den 3Q — P+ &€Z ist. Es gilt dann wegen (6) 


d(3Q — Pt) <d(Q) 
oder 


(8) a(Q—4 P+) < ¥4(Q). 


Wird mit /’* die Menge aller Punkte der Form 


J 
(9) Pree Ev 


~ bezeichnet, so erkennt man ohne weiteres, daB J’+ ein Gitter der Determinante aie 
ist. (Man beachte, daB zwar Pte I ist, aber nicht = P+eTJ’ sein kann. Denn ware 
etwa = Ppt = — P;eTl, 80 pes aus Q + P;cZ;, der Definition von Z; und aus 
(8) di(Q + Pi) Sd(Q + Pi) S 3 4(Q) < d(Q). Da K und K; translationsgleich 
sind, miiBte aber d;(Q + P;) = d(Q) sein.) Fiir die Punkte (9) findet man, wenn 
P; + P ist, wegen (8) und wegen d(P; + Q) = di (Pi + Q) =d(+Q) =d(Q) 


(10) 


Ware nun d(Q) > 3, so miiBte nach (10) fiir alle X eJ’+ 
d(X) 22 
sein und man konnte eine gitterformige Lagerung von zu K translationsgleichen 
Korpern, deren Mittelpunkte die Punkte von I’+ sind, aufbauen, so daB fiir die 
Dichte 5+ der Lagerung, entgegen der Voraussetzung des Satzes, 
Og 0 a0 


ware. Somit muB (7) gelten. 2 : 
Es werde jetzt angenommen, daf K von den Korpern K;,, K;,,...,; Ki, der 
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Lagerung beriihrt wird. Weil aus Y ¢ K;, F 
d(Y)sd(Pi,)+4,(Y)S2+1 


I 
oC 


folet, gilt 
(11) Ki,c3K (oes 12 ee he 
Aus (4) und (11) ergibt sich 
ia 
V(Z) + >, V(Ki,) $3" V (K) 

o=1 
und daraus erhilt man wegen (3) und wegen V(K;,) = V(K) die zu beweisende 
Ungleichung (1) in der Form 


a+ ps3 


Beweis von Satz 2. Wie beim Beweis von Satz 1 definiere man ndie zu K; gehorige 
Zelle Z;. Es ist wieder Z; c 3.K;. Denn wire dies nicht der Fall, so gabe es einen Punkt 
@ mit Qe Z; — 3.K;. Q hatte aber dann von allen Mittelpunkten P; einen (Min- 
kowskischen) Abstand = 3 und man kénnte Q zum Mittelpunkt eines zu K trans- 
lationsgleichen Korpers machen, der kein A; iiberlappt. Die Lagerung ware daher 
nicht gesdttigt. Entsprechend wie bei den gitterférmigen Lagerungen hat man daher 


(12) V(Z;) + »(Ki) V(K) $3" V (Ki). 
Beachtet man, daB wegen Z; c 3K; die Z; gleichmaBig beschrankt sind, so ergibt sich, 
wenn o die Summation iiber alle i mit K; c W, andeutet, 
(13) SV (Zi) = an + ofa). 
Aus (12) und (13) erhalt man 
An + > (Ki) V(K) S3"> V (Kj) + o(An). 
Fiir A — co folgt daraus, wenn man zuvor durch N (A) V (K) dividiert, 


< +h <3", 
womit (2) bewiesen ist. 
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